Note om anvendelse af cykel-index til at teelle
farvninger.

Leif K. Jgrgensen

Lad X veere en meengde med n elementer. Pa hvor mange mader kan
man farve elementerne i X med k farver. Svaret er k”. Men hvis X er en
meangde med visse symmetrier sa vil vi opfatte en del af disse farvninger som
veerende “ens”. Altsa hvis en symmetri g af X afbilder en farvning f; over
i farvningen f5 sa vil vi ikke skelne mellem f; og fs. De regnes altsa for at
veere “samme” farvning. I det tilfeelde skal vi bruge gruppeteori for teelle
forskellige farvninger.

1 Teori

Antag at en endelig gruppe G virker pa en endelig meengde X og lad C' veere
en maengde af k farver. En farvning er da en funktion f : X +— C. Lad S
vaere maengden af mulige farvninger.

G virker pa S ved (g- f)(t) = f(g(t)).

Vi kan ikke se forskel pa to farvninger f; og fo hvis der findes g € G
sa g- fi = fo. Lad os sige at f; og fo da er akvivalente. (Dette giver en
aekvivalensrelation.)

Antallet af ikke-ekvivalente farvninger (eller sekvivalensklasser af farvninger)
er da lig med antal baner under G’s virkning pa .S, som bestemmes ved hjeelp
af Burnsides lemma. Vi skal derfor bestemme antallet |SY| af farvninger som
g afbilder i sig selv, for ethvert g € G.

Lad ¢ € G. Idet vi opfatter g som permutation af X kan ¢ skrives
som produkt af disjunkte cykler g = o109 - - - 0,, hvor cykler af leengde 1 er
medtaget, altsa ethvert element i X er i én af cyklerne. Hvis g - f = f hvor
g€ G, fes, satildeler f samme farve til hvert element i en cykel o;. Antal
farvninger f hvor g - f = f (altsa f € SY9) er k", idet hver af de r cykler
uafheengigt af hinanden kan tildeles en af de k farver (hvor r aftheenger af g).
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Burnsides lemma .
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§ kantal cykler af g som permutation af X
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Vi vil nu omskrive denne formel ved hjelp af cykel-index.

En permutation g € S, siges at veaere af cykel-type 1; < ip < ... <
1, hvis g er produkt af disjunkte cykler af leengde hhv. 4y,14s,...,4,, hvor
i1+ ...+ 1, = n; cykler af leengde 1 inkluderes altsa. (Dette er Lauritzens
definition. Bemaerk at Biggs bruger en anden notation.)

Definition 1 (se ogsa Biggs)
Cykel indexet af en permutation g af cykel-type iy < iy < ... < i, defineres
som

gg('rlv Loy ... 7In) - x’ilxiQ e xira
hvor xy, ...z, er forskellige symboler (variable).
Vi ser at
antal cykler af g som permutation af X r
k v g p =k zgg(k,...,k:).

Antal farvninger er altsa
1
|G|
geG

Definition 2 (se ogsa Biggs)
Cykel indezet af en undergruppe G af S, defineres som

1
Colxy, @y xy) = @ Zg“g(ml,:@, cey ).

geG

Fra ovenstaende far vi:

Theorem 3 Lad en endelig gruppe G virke pa en endelig mangde X .
Sa er antallet af ikke-a&kvivalente farvninger af elementerne i X med k farver:

Calk,... k).



2 Eksempel

Ny besvarelse af en opgave fra kursusgang 19:
Hjgrnerne i et tetraeder numereres 1, 2, 3,4. Rotationsgruppen af tetraed-
eret oplyses at veere Ay.
Gruppen As har otte elementer af cykel-type

1 < 3, tre elementer af
cykel-type 2 < 2 og ét element af cykel-type 1 <1 <1

< 1. Derfor er

1
CA4(‘/E17 L2, I3,$4) = E(&’L’ll’g + 31’3 + ZL'le)

Antal ikke-aekvivalente farvninger af hjgrnerne af tetraederet med k farver
er altsa

1 1
Ca, (ko ke ke k) = E(Skk + 3k 4+ k) = E<11k2 + kY.



