Lineaer algebra
Lektion 2



Afsnit 6.1
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Lad u= | “| og v= | “| vaere to vektorer i R™.
Un, Un

S& defineres prikproduktet (det indre produkt eller skalarproduk-
tet) som

u-v = uqvi] + uovo + ... + unpvn.



A en m x n matrix.
B en n x s matrix.

Tallene i produktet AB kan udregnes som prikprodukter:
Plads (i,5) i AB = (A's reekke 7) - (B's sgjle j).
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* 1 % *x % x
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5 6 7 8 x 70 % *x * %
* 4 % % x x
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70=5-146-24+7-3+8-4.



Regneregler:

e (Uut+v)w=uw+vw

e (cu)-v=mu-(cv) = c(uv) for et tal c.

e u'u >0 med mindreu=0. 0-0=0.



U1

Laengden af en vektor v = U:Q defineres til

Un

V]| = vvv = o + 03+ ...+ 02

2
V][ = v

ev]] = \/(ev)-(ev) = /R (V)v) = |ely/[[vI[2 = |e] - [|v]].

Normalisering af vektor v:

Vektoren ﬁv har laengde 1 og peger i samme retning som v.



ul

Afstanden mellem to vektorer u = |2

Un

fineres som

og v =

vl
v2

Un

i R™ de-

dist(u,v) = |[u— v|]| = \/(u1 — v1)2 + . .. + (un — vn)2.



To vektorer u og v siges at vaere ortogonale (vinkelrette) hvis
uv =20.

0 er ortogonal pa enhver vektor v.

Pythagoras:
u og v er ortogonale hvis kun hvis |[u+ v||? = ||u]|? + ||v]|?.

lu+v|]2 = (u+v)-(u+v) = vutv-v+2uv = ||[u||24||v|[?+2u-v.



Underrum (afsnit 2.8)
H: en mangde af vektorer i R".
H er et underrum af R"™ hvis

e 0c H

e hvisue Hogve Hsau+veH

e hvisuce HogceRsacue H



Lad W veere et underrum af R",
og lad by,...,by veere vektorer i W.

{b1,...,bp} er en basis for W hvis
e span{bq,...,by} =W og
e by,...,bp er linezert uafhaengige

(Det betyder at ligningen
r1b1 + zobo + ... +xpbp =0

kun har Igsningen 1 =z = ... =xp = 0.)

Dimensionen, dim W, er antallet af vektorer i en basis.



Eksempler pa underrum:

1. Hvis uy,...,um € R™ sa er

span{uy,...,un}t ={ciui,...,cmum | c1,...,cm € R}
(mangden af alle linearkombination af uy,...,um).
span{uy,...,un}t er et underrum af R".

2. Hvis A =[uy...uy] er en n x m matrix sa er

Col A =span{uy,...,um}

(sgjlerummet af A)
et underrum af R".

Col A er maengden af vektorer pa formen Ax hvor x € R™.



3. Hvis A er en n x m matrix sa er

Nul A = {x € R | Ax = 0}

(nulrummet for A) et underrum af R™.

al

4. Hvis A = a2

aAm,

= [a1...am]! er en m x n matrix sa er

Row A = Col AT et underrum af R”.
(Row A er maengden af alle linear kombinationer af A's raekkevek-

torer.)

Det kaldes raekkerummet for A.



5. Hvis W er et underrum af R™ s3a lad L vaere mangden af
vektorer i R"™ der er ortogonale pa enhver vektor i W.

S3 er L et underrum af R"™.
L kaldes det ortogonale komplement af W, skrives L = w-t.

For et underrum W af R":
(WHt=w.

dim W 4+ dim W+ =n



De fire fundamentale underrum for matricen A er
Col A, Row A, Nul A og Nul AT

Sammenhang mellem de fire fundamentale underrum:

(Row A)+ = Nul A

(Col A+ = (Row AT)L = Nul AT



Afsnit 6.3

W: et underrum af R"
y. en vektor i R"

Sa findes der entydige vektorer y og z sa
y=y+z
yeWw

ZEWJ‘



Hvis {uy,...,up} er en ortogonal basis for W

(altsa: {uiq,...,up} er en basis for W
og u;-u; = 0 for alle i # j)
sa er
A ‘u y-u
y=y 1u1—|— u> + ...
uj-ug uz-up
Ood
Zz=Yy—Y.

y-up
Up-Up

_|_

Up

y kaldes den ortogonale projektion af y pa W.

y er den vektor i i W der er nzermest y:

For alle ve W, v £y er dist(y,v) > dist(y,y).



