Lineaer algebra
Kursusgang 4



For et lineaert ligningssystem (af m ligninger med n ubekendte)
Ax =Db
er en mindste kvadraters Igsning X en lgsning til normalligningen

(AT A)x = ATD.



Hvis

8 by
A= |: og b=|:
1 bm

sa er AA=m og ATb =by + ...+ by, 0g derfor er
by 4 ... 4 b

m
altsa (ikke-vaegtet) gennemsnit af bq,..., bmn.

Tr =

Det vaegtede gennemsnit af bq,...,b, Mmed vagte hhv. cq,...

(hvor c1,...,cm er positive tal) er

c1+...+cm '




Betragt nu et ligningssystem af m ligninger med n ubekendte

Ax = b.
De m ligninger (observationer) tildeles vaegte cq, ..., ¢m SOM skrives
I en matrix
cp 0 ... O
O — O c? O
0 0 ... cm

Som vaegte kan vi bruge ¢; = % hvor a,L-Q er variansen af den i'te
o:
7

observation, eller eventuelt ¢; = konst.%.
)



Skrives 0gsad som w? = ¢; hvor w

W =

Saer Wiw=ww = C.
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De naeste 4 (bld) sider er udelukkende en illustration af hvordan
en normalligningen opstar. De er ikke en metode I skal bruge.
Hvis vaegtene cq,...,cm er hele tal (positive) sa svarer det vaegt-
ede ligningssystem til at betragte (ikke-vaegtet) ligningssystem

Ax = b,
hvor ligning nr. ¢ fra ligningssystemet Ax = b skrives ¢; gange.
En mindste kvadraters |lgsning til det nye ligningssystem er en
lgsning til normalligningen

Al Ax = A'b.
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Altsd AT A = ATCA.

Tilsvarende er ATb = ATCb.



Normalligningen for ligningssystemet Ax = b er
AT Ax = A'b.

Da ATA = ATcA og ATb = ATCb er denne ligning akvivalent
med

ATcAax = ATcb.



Det vaegtede ligningssytem Ax — b med generelle vaegte har
normalligning

ATcAax = ATcb.

En vaegtet mindste kvadraters Izsning til Ax = b er en |gsning
til normalligningen.



I observationsligningen AXx = b 4+ 1t indgar residual vektoren

Vi udregner
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Dette er kvadratet pa den vaegtede |laengde af vektoren r. Altsa
kvadratet pa den vaegtede afstand mellem Ax og b.



En vaegtet mindste kvadraters Igsning er en vektor x som min-
imerer

t'0f = (Ax — b)TC(Ax — b).



Eksempel.

Hvis
AR R
A=|:|, b=|:| og C=|, ? .
L] bm_ 0 0 ... cm

sd er ATCA =c1+ ...+ cem 09 ATCb = ¢1b1 + ... 4+ c¢mbm 09
den vaegtede mindste kvadraters Igsning er derfor det vaegtede
gennemsnit
c1b1 + ...+ cmbm

c1+...+cm .

r =



Eksempel.

Find linie y = ax 4+ B der passer bedst til punkterne

(1,3),(2,5),(3,9),(4,12),(5,14)
med vaegte hhv. 1, 5, 1, 5, 1.

Vi betragter ligningssystemet
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Normalligningen:

(ATCA) !g] — ATCb,

Den vaegtede mindste kvadraters lgsning er

—0.96]

Bl _ - _
M = (ATcA)tATch = [ 317

Den vaegtede mindste kvadraters linie har ligning

y = 3.172 — 0.96.

Denne linie er grgn pa naeste side.

Den ikke-vaegtede mindste kvadraters linie er rgd pa naeste side.






X1,...,Xn er stokastiske variable med middelvaerdier
E(X;)
Og varianser
V(X;) = B((X; — B(X;))?) = E(X?) — BE(X;)”.
Kovarianserne er
Cov(X;, X;) = E((X; — E(X;))(X; — E(X;))).

Hvis X; og X, er uafhaengige sa er Cov(X;, X;) = 0.
Cov(X;, X;) = V(X;).



Kovariansmatricen for

X1
X = :
_Xn
er
U% 012 013
021 0% 023

2 X = |031 032 O3

hvor o2 = V(X;) o9
0i5 = COV(XZ',X]') = COV(X]',XZ') = 0jj-
> x er en symmetrisk matrix.

O1n
O2n
O03n
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Observationerne i b= | : | er eksempler pa stokastiske variable.

Vi antager at observationerne er uafhaengige.
Derfor er Cov(b;,b;) = 0 nar i # j.
Desuden er Cov(b;, b;) = o2
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Kovariansmatricen er altsa:
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Hvis en anden vektor af stokastiske variable

Y1
Y = | :
_Ym_
afhaenger lineaert af X:
Y = AX

hvor A er en m X n matrix, sa giver fejlforplantningsloven en
sammenhang mellem kovariansmatricerne:

Sy = AXx AT



En vaegtet mindste kvadraters Igsning til ligningssystemet Ax = b
med vaegtmatrix C = diag(ey,...,cn) afhaenger linezert af obser-
vationsvektoren b:

= (ATcA)~tATcp.

1

Vi har valgt C sa ¢; = konst.aQ. Dermed er

c;t 0 0 o 0 0
o-1_ 0 651 0| _ 1 0 0‘% 0 _ 1 =
; : konst. | E konst.
0O O et 0O O o

Vi skriver C = agz,;l, hvor 08 kaldes variansfaktoren.



Variansfaktoren estimeres som
it Cf

m—n

55 =

Kovariansmatricen >4 kan bestemmes fra fejlforplantningsioven

>, = ((ATcatAToysy (Al cay—taT oyl =s5aTcAa)— 1.

Vi bruger estimatet for o3:

>, =as3(ATcA) L.



Fortsaettelse af eksempel fra kursusgang 2:
Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der malt fglgende hgjdeforskelle:

Fra punkt | Til punkt | Hgjdeforskel | Afstand
12
20
8
14
16
13
20
8
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E er et fikspunkt med hgjde 10.






Saet

1 -1 0 O 8
0 -1 1 0 2
0 -1 0 O _5
1 0 -1 0 7
A4=10 0 -1 1  b=141> 09
1 0 0 -1 6
0 0 0 -1 —6
1 0 0 O 13

Sa er observationsligningen: Ax = b 4 t.

Som vagtmatrix bruges

O — d|ag (—7—7_7 ) ) y .
12 208 14°'16 13 20° 8

=

11111111)




En vaegtet mindste kvadraters Igsning:

112.9]
4.80
6.09

6.73

x = ATca)~talch =

Vi far fglgende residualvektor

0.117
—0.705
0.204
—0.178
—0.360
0.182
—0.730
—0.0878

=
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Variansfaktor

Kovariansmatrix

0.083 0.039 0.061 0.054]
0.039 0.092 0.051 0.033
0.061 0.051 0.16 0.078
10.054 0.033 0.07/8 0.14

>, =d65(ATcA)~t =




Introduktion til Cholesky dekomposition.
Fagrst: repetition af diagonalisering.

En m X n matrix A er kvadratisk hvis m = n.

En kvadratisk matrix A er symmetrisk hvis AL = A.

Idet (BC)! = cT'BY er enhver matrix pd formen ATA sym-
metrisk:

(AT AT = AT (AT = AT A.

En vektor x € R, x # 0 er egenvektor for en n x n matrix A hvis
der findes et tal (en egenvaerdi) \ sd Ax = A\X.



En matrix A er diagonaliserbar hvis der findes en basis {x1,...,Xn}
for R™, hvor hver vektor er en egenvektor Ax; = \;x;.

Dette er xekvivalent med at der findes en matrix P og en diago-
nalmatrix D s& P~1AP = D.

Enhver symmetrisk matrix er diagonaliserbar.

Enhver matrix pa formen AL A er altsa diagonaliserbar.



Hvis A er en egenvaerdi for AT A med en tilhgrende egenvektor x,
AT Ax = )\x, sa er

>\||X||2 = Axx = (AT Ax)x = (AT Ax)Tx =
x!' AT Ax = (Ax)! Ax = ||Ax]||? > 0.

Altsa A > 0.

Hvis sgjlerne i A er lineaert uafhaengige sa gaelder der faktisk
A > 0.

En symmetrisk matrix hvis egenveaerdier alle er > 0 siges at veere
positiv definit.



En kvadratisk matrix U siges at vaere en gvre (upper) trianguleer
matrix hvis der star O pa alle pladser under diagonalen.

Uil u12 ui1z - Ulnp

O wpo wp3z -+ wupy
U=1|0 O w33 -+ wu3zy
I 0 0 O s unn_

En kvadratisk matrix L siges at vaere en nedre (lower) triangulaer
matrix hvis der star O pa alle pladser over diagonalen.

/17 O O --- O

L = |f31 435 £33 - O

enl €n2 €n3 o+ Ann



U er en gvre trianguleer matrix hvis og kun hvis UL er nedre
triangulaer matrix.

En matrix D er en diagonalmatrix hvis og kun hvis den er bade
gvre triangulaer og nedre trianguleer.



Cholesky dekomposition

Vi gnsker nu at skrive en n x n matrix A som et produkt
A=U'y,

hvor U er en @gvre triangulaer matrix.
Dette kaldes Cholesky dekompositionen af A.

I litteraturen skriver man ofte Cholesky dekompositionen som
A=1LL"

hvor L = UL er en nedre triangulaer matrix.

MATLAB: chol(A) beregner Cholesky dekomposition U



Enhver matrix pad formen ULU er symmetrisk og hvis tallene
pa diagonalen i U er = 0 sa er sgjlerne lineaert uafhaengige og

dermed er UL'U positiv definit.

Vi vil derfor antage at A er symmetrisk, positiv definit matrix.



Cholesky dekomposition og mindste kvadraters metode

Vi gnsker nu at finde en mindste kvadraters Igsning til det (inkon-
sistente) ligningssystem

Ax = b.
Vi betragter derfor normalligningen
Al Ax = A'b.

Matricen AT A er symmetrisk og da sgjlerne i A saedvanligvis er
lineaert uafthaengige er AT A 0gsa positiv definit.



Vi kan derfor finde en Cholesky dekomposition
AltA=u'y,

hvor U er en gvre triangulaer matrix og dermed skrive normallignin-
gen som

Ulux = Y,
hvor y = Alb.
Vi kan |lgse denne ligning ved at saette z = Ux 0g |gse
fagrst
Ulz = y
0g derefter
Ux = z.

Disse ligninger kan let Igses uden brug af raekkeoperationer, da
U er trianguleer.



