Lineaer algebra
3. kursusgang






Afsnit 6.5

Vi skal finde x der (naesten) er Igsning til ligningssystemet

Ax = b.

En mindste kvadraters Igsning er en vektor X som opfylder
dist(b, Ax) < dist(b, Ax)
for alle x € R".
[Ib — AX|| < [|b — Ax]||

Hvis X er en Igsning til Ax = b sa er X 0gsa en mindste kvadraters
lgsning.



Hvis Ax = b ikke har en Igsning sd er b ¢ Col A.

Lad b den ortogonale projektion af b pa underrummet Col A.
Sa er
dist(b, b) < dist(b, ¢)

for enhver vektor ¢ € Col A.

Hvis % er Igsning til Ax = b s& er
dist(b, A%x) = dist(b, b) < dist(b, Ax)

for alle x € R. X er altsd en mindste kvadraters Igsning.



Da b er ortogonal projektionen af b pa Col A er
b-—b=b- A% € (Col A)~T.

Fra 2. kursusgang: (Col A)1 = Nul AT.
Altsa: b — Ax € Nul AT

Derfor er

AT (b — A%) = 0.



Hvis X er en mindste kvadraters Igsning sa har vi altsa:
AT (b - A%) = 0.
ATb — AT Ax = 0.

AT A% = AThb.

Normalligningen for Ax = b er

AT Ax = ATb.

X er en mindste kvadraters Igsning til Ax = b
hvis 0og kun hvis
% er Igsning til normalligningen AT Ax = ATD.



Hvis sgjlerne i A er lineaert uafhaengige sa har Ax = b en entydig
lgsning.

Hvis s@jlerne i A er lineaert afhaengige sa er der frie variable og
dermed uendeligt mange Igsning til Ax = b.

Dette uddybes pa naeste side.



Hvis s@jlerne i A er lineaert uafhaengige sa er AT A invertibel og
normalligningen

Al Ax = ATb
har en entydig Igsning:
£ = (AT A) 14D,

Der er sa altsa en entydig mindste kvadraters Igsning.

Hvis sgjlerne i A er linezert afhaengige sa er AT A ikke invertibel.



Eksempel 1.
Afstanden mellem to punkter har en (ukendt) veaerdi .

Vi foretager en maling af afstanden og finder vaerdien b1q.
Vi har sa x = b1 + r1, hvor r1 angiver en fejl i malingen.

Vi gentager malingen ind til vi har n malinger:

r = by + 71
z = bo + 7
x =bn+ rn

Vi gnsker at bestemme z sa 72 + ... 4+ 72 er sa lille som muligt.
1 n



Vi skal altsa finde en mindste kvadraters lgsning til ligningssys-
temet:

1 (b1 |
L), — |b2
1] [
Vi anvender teorien med
1 by
A= 1 og b= b2




Vi udregner

ATA=n

Normalligningen er altsa

nr=>b1+ ...+ bn.

Mindste kvadraters Igsningen er
b1+ ...+ bn

n

Tr =



Eksempel 2.
Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der malt fglgende hgjdeforskelle:

Fra punkt | Til punkt | Hgjdeforskel
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Hgjderne for de fem punkter er hy,hg,hco,hp, hg.

Observationsligninger (Cederholm, afsnit 2.2):

hy—hp =28+
he —hg =2+ 75
hE—hB:5—|—7l°\3
ha—ho =747
hp —hc =14 75
hy—hp =64 7¢
hp—hp =4 + 77
hiy—hg=3+7g



Pa matrixform:
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og find mindste kvadraters Igsning til

Ax = b.
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Udvidet koefficientmatrix for normalligningen AT Ax = A’b:
i 14 -

4 -1 -1 -1 -1 24| 1000—1§
-1 3 -1 0 -1 -15 0100 -1 —=f
-1 -1 3 -1 0 —-6|~|0010 -1 -4
-1 0 -1 3 -1 -9 0001_1_15_7
-1 -1 0 -1 3 6 0 000 O 0 |
Mindste kvadraters Igsninger:

_hA_ _1—5—§+t_ _2.8-|—t_

hp —=L 4t 5.4 41

ho|l=|-44+t|=| 44+t |,

17 _
hp _?-|-t 3.4+t
hg ¢ t

hvor t er en fri variabel.



Antag nu at E et fikspunkt med hgjde 10. Vi kan sa erstatte hgp
med 10 i ligningerne.

Observationsligninger:

hy—hg =8+
ho —hpg =2 + 7o
—hp=—-5+713
ha—ho=T4+74
hp—he =1+ 75
ha—hp=6+7g
—hp = —-6+4+717
hy=13+ 7g



Saet
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og b

og find mindste kvadraters Igsning til

Ax = b.




Sgjlerne i A er nu lineaert uafhaengige. Der er derfor en entydig
mindste kvadraters Igsning:

S "647] - -

hoa 5, 12.8
C

hp. 33| 166

(Seet t = 10 i Igsningen pa side 19.)



