
Ortogonale og ortonormale mængder.

Lad S = {v1,v2, . . . ,vk} være en mængde af vektorer i Rn.

S siges at være ortogonal hvis vektorerne i S er parvis ortogonale.

S siges at være ortonormal hvis S er ortogonal og vektorerne i

S alle har norm 1.

Enhver ortogonal mængde S af vektorer forskellig fra 0 er lineært

uafhængig.



Ortogonal projektionen af u p̊a linien Span{v}, hvor v 6= 0

beregnes som
u·v
||v||2

v.

Hvis S = {v1,v2, . . . ,vk} er en ortogonal basis for et underrum

W af Rn og u ∈W s̊a er

u = c1v1 + c2v2 + . . . + ckvk,

hvor

ci =
u·vi
||vi||2

.

Hvis S er ortonormal s̊a er

ci = u·vi.







Gram-Schmidt ortogonalisering.

Lad {u1,u2, . . . ,uk} være en basis for et underrum W af Rn.
S̊a har W en ortogonal basis {v1,v2, . . . ,vk} der kan bestemmes
ved Gram-Schmidt ortogonalisering:

. v1 = u1

. v2 = u2 − u2·v1
||v1||2

v1

. v3 = u3 − u3·v1
||v1||2

v1 − u3·v2
||v2||2

v2

. . . .

En ortonormal basis {w1,w2, . . . ,wk} kan derefter bestemmes ved
normalisering af v1,v2, . . . ,vk, alts̊a ved at beregne wi = 1

||vi||
vi,

for i = 1, . . . , k.







QR-faktorisering.

A = [u1, . . . ,uk] : en n× k matrix med lineært uafhængige søjler

(og dermed n ≥ k).

S̊a findes n × k matrix Q = [w1, . . . ,wk] hvor {u1, . . . ,uk} er en

ortonormal mængde,

og en k × k øvre triangulær matrix R

s̊adan at A = QR.

Dette kaldes QR-faktorisering af A.

w1, . . . ,wk bestemmes fra u1, . . . ,uk ved Gram-Schmidt ortogo-

nalisering og normalisering.

R bestemmes ved rij = uj·wi.







Lad A = QR være en QR-faktorisering af en n × k matrix med
lineært uafhængige søjler.

Vi betragter ligningssystemet Ax = b.
Da A har pivot i alle søjler er der højst én løsning.

Da QTQ = Ik har vi

Ax = b ⇔ QRx = b ⇒ QTQRx = QTb ⇔ Rx = QTb.

Da R er en øvre triangulær matrix med tal 6= 0 p̊a diagonalen s̊a
er det sidste ligningssystem konsistent og det er let at løse.

Men Ax = b 6⇐ Rx = QTb.

For at løse Ax = b (ved hjælp af QR-faktorisering) skal vi løse
Rx = QTb og derefter indsætte løsningen i Ax = b. Hvis dette
ikke er en løsning s̊a er Ax = b inkonsistent.






