Ortogonale og ortonormale maangder.

Lad S = {v1,Vvp,...,VL} vaere en maengde af vektorer i R™.
S siges at vaere ortogonal hvis vektorerne i S er parvis ortogonale.

S siges at veere ortonormal hvis § er ortogonal og vektorerne i
S alle har norm 1.

Enhver ortogonal mangde § af vektorer forskellig fra 0 er lineaert
uafhaengig.



Ortogonal projektionen af u pa linien Span{v}, hvor v # 0
beregnes som

u-v

V12

V.

Hvis S = {v1,vp,..., v} er en ortogonal basis for et underrum
W af R ogue W sa er

u=—Ci1Viy + CoV>o + ...+ CLVi,
hvor
u-v;
[vill*

Hvis & er ortonormal sa er

c; — u-vy.



Gram-Schmidt ortogonalisering.

Lad {uq,up,...,u;} vaere en basis for et underrum W af R™.
Sa har W en ortogonal basis {vq{,vp,...,vi} der kan bestemmes
ved Gram-Schmidt ortogonalisering:

Vi =— U
— _ usvi
V2 T 2 T v Y
- u3-vi u3-vo
V3 = U3 — V1 — VvV
37T T WP T (ivall?
En ortonormal basis {wq1,wo,...,w} kan derefter bestemmes ved
normalisering af vi,vo,..., vy, altsd ved at beregne w; = mvz

fore=1,...,k.



() R-faktorisering.

A= [uq,...,u;] : en n x k matrix med linezert uafhaengige sgjler
(og dermed n > k).

Sa findes n x k matrix Q = [w1y,...,wg] hvor {uq,...,u.} er en
ortonormal maengde,

og en k X k gvre triangulaer matrix R

sadan at A = QR.

Dette kaldes (QR-faktorisering af A.

wi,..., W bestemmes fra uq,...,u; ved Gram-Schmidt ortogo-
nalisering og normalisering.
R bestemmes ved r;; = u;-w;.



Lad A = QR veere en QQR-faktorisering af en n x k matrix med
lineaert uafhaengige sgjler.

Vi betragter ligningssystemet Ax = b.
Da A har pivot i alle sgjler er der hgjst én |gsning.
Da Q1'Q = I, har vi
Ax=b & QRx=b = Q'QRx=Q'b & Rx=Q"b.
Da R er en gvre triangulaer matrix med tal = O pa diagonalen sa
er det sidste ligningssystem konsistent og det er let at |gse.

Men Ax =b +« Rx = Q'b.

For at Igse Ax = b (ved hjalp af QR-faktorisering) skal vi Igse
Rx = Q1b og derefter indsaette Igsningen i Ax = b. Hvis dette
ikke er en Igsning sa er Ax = b inkonsistent.



