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1 Indledning

I forbindelse med kurset i Reelle og Komplekse Funktioner atholdes et fordy-
belsesprojekt med et omfang af 3 ECTS. Dette dokument er oplaegget til
fordybelsesprojektet. Det er mere detaljeret end et seedvanligt projektopleeg,
givet den begraensede tid der er til projektet. Det er ogsa mere fokuseret,
med feerre valgmuligheder end i et stort projekt, af samme grund.

I de to folgende afsnit praesenteres en rackke resultater, og nogle pro-
blemstillinger skitseres. Der er et antal steder underafsnit markeret som
Opgave. Disse indeholder opgaver, beviser, spgrgsmal etc., som skal veere
med i besvarelsen. Andre afsnit er markeret med Forslag. Det er forslag til
uddybende overvejelser, som gerne skal med, men som ikke er obligatoriske.

I afsnit 4 er der sa formuleret en raekke mere abne problemstillinger, som
man kan arbejde med. Den fgrste problemstilling vedrgrende elementaere
funktioner bgr indga i projektet. De andre efter tid og interesse.

Emnet er potensraekker og deres anvendelse til lgsning af differential-
ligninger, samt forbindelsen til elementeere funktioner. Forudssetningerne er
dels hele Matematik semesteret efterar 2003, og dels de 6 forste kursusgange,
med tilhgrende opgaver, i kurset Reelle og Komplekse Funktioner.

1.1 Evaluering af projektet

I lgbet af ugen skal hver gruppe lave en mini-rapport indeholdende resul-
taterne af arbejdet med projektet. I den efterfolgende uge vil Lasse og Arne
tage en diskussion med hver gruppe om besvarelsen, for at afslutte evaluerin-
gen.



2 Differentialligninger

Vi starter med nogle resultater vedrgrende differentialligninger. Fglgende
resultat forudsaettes velkendt. Den Euklidiske norm pa R™ betegnes som
seedvanlig med ||-||.

Antagelse 2.1. Lad I C R vere et ikke-tomt abent interval, 2 C R"™ en
ikke-tom aben delmaengde, og F: I x 0 — R"™ en kontinuert funktion, der
for et M > 0 opfylder Lipschitz-betingelsen

[F(z,y1) — F(z,y2)|| < Mlly1 — 2 (2.1)
for alle x € I og alle yy,ys € Q.

Et system af n forste ordens saedvanlige differentialligninger med begyn-
delsesbetingelse i zg € I, yo € 2 kan da skrives pa vektorform som

V(@) =F(zy), 2.2)
y(a0) = yo. (2.3

Et hovedresultat er da eksistens- og entydighedsaetningen. Vi forudseetter
lgsningsbegrebet velkendt.

Saetning 2.2. Lad F opfylde Antagelse 2.1. Til enhvert (zo,y0) € I X Q
findes et 0 > 0, saledes at (2.2) med begyndelsesbetingelsen (2.3) har en en-
tydigt bestemt kontinuert differentiabel losning, defineret pa intervallet (xo —

(5,1’0 + 5)

Betragt nu folgende maengde af funktioner, indiceret med parametrene
xo € R og k € Ny.

Definition 2.3. Lad xg € R og k € N. Vi definerer

Vi = {f|der findes et § > 0, s& at f: (zg — §, 29 + §) — R"
er k gange kontinuert differentiabel}. (2.4)

Bemeerk, at definitionsintervallet i denne definition kan variere med funk-
tionen. Man siger ofte, at f er defineret og & gange kontinuert differentiabel
i en omegn af x;.

Opgave 1. Overvej, at med den naturlige definition af addition af funktioner
og skalarmultiplikation, er meengden Vfo et reelt vektorrum.



En af anvendelserne af Seetning 2.2 er et tilsvarende eksistens- og enty-
dighedsresultat for hgjere ordens ssedvanlige differentialligninger. Vi skal her
kun se pa et specielt tilfeelde, nemlig en enkelt anden ordens lineser ligning.
Faktisk vil vi koncentrere os om den homogene ligning.

Vi ser forst pa en ligning af formen

d*u du
)+ (@) (1) + ao()ule) = g(2). (25)
Til en sadan ligning hgrer to begyndelsesbetingelser
du
u(zo) = uo, %(QE()) = uy. (2.6)

Begyndelsesvaerdiproblemet givet ved (2.5) sammen med (2.6) kan om-
skrives til et begyndelsesveerdiproblem for et fgrste ordens system pa folgende
made. Vi tager n = 2, Q = R?, og saetter med y = (y1,y2)

() = (o), .1
lo) = T, 29
F(r.y) = (1~ 0 (0)(e) — (@) + o). (29)

Opgave 2. Vis, at med disse definitioner er begyndelsesveerdiproblemet
(2.5,2.6) eekvivalent med det tilsvarende problem for systemet defineret oven-
for.

Vi har fglgende seetning om eksistens og entydighed.

Saetning 2.4. Antag, at funktionerne qq, qo, 0g g er definerede og kontinuerte
pa et ikke-tomt dbent interval I. Antag xo € I og (ug,u;) € R% Sd findes
der et § > 0, sa at problemet givet ved (2.5) og (2.6) har en entydig bestemt
to gange kontinuert differentiabel lgsning, defineret pa (o — 6, xg + 6).

Opgave 3. Med brug af de andre satninger formuleret ovenfor, giv et bevis
for Seetning 2.4

Hint Vis, at den i (2.9) definerede funktion F opfylder betingelserne i An-
tagelse 2.1.

Forslag. Generalisér ovenstaende resultater til en ligning af orden k > 3
med kontinuerte koefficienter.

Vi koncentrerer os nu om den homogene ligning. I den forbindelse minder
vi om teorien fra basis, se [5, Kapitel 5].

I det folgende antager vi, at ¢q; og qo er givne kontinuerte funktioner pa
et interval I. Vi har ogsa fast valgt xq € I.
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Definition 2.5. Med N betegnes maengden af lgsninger til problemet
d*u du
@(m) +aq (m)%(x) + qo(x)u(z) =0, (2.10)
som tilhgrer rummet V2 .
Forslag. Vis, at N er et underrum af Vio.
Bemaerk, at resultatet kan findes i [5].

Opgave 4. Vis, at NV er et to-dimensionalt vektorrum. Som basis kan vaelges
funktionerne u og v, som begge lgser (2.10), og som opfylder fglgende begyn-
delsesbetingelser:

u(zg) =1, %(xo) =0, (2.11)
v(zg) =0, ;Z—Z(xo) = 1. (2.12)

Forslag. Slut ud fra ovenstaende, at der findes et Oy, Ssaledes at alle lgs-
ninger til begyndelsesvaerdiproblemet for den homogene ligning mindst er de-
finerede (og er losninger) pa et interval (xg — 6, x9 + 0) med 0 > Opin-

Forslag. Forklar sammenhangen mellem den fuldstendige lgsning til en
inhomogen anden ordens ligning, og rummet N .

Vi bemeerker, at ligningen (2.5) sommetider betragtes i den lidt mere
generelle form
d*u

po(0) T 4(@) 4 ()M 0) + po(a)ula) = o). (213)

Her antager vi, at alle p;, j = 0,1,2, og g er kontinuerte pa et interval I.
Hvis 2o € I er et punkt hvor ps(zg) # 0, sa kan vi bestemme et interval
J C I med xy € J og pa(x) # 0 for alle x € J. Dermed kan vi dividere
igennem med po, og ligningen er reduceret til formen (2.5), men muligvis pa
et mindre interval J.

Tilfeeldet pa(xo) = 0 er vigtigt, og optreeder i en del ligninger fra den
matematiske fysik. Se afsnit 4.3 nedenfor.

3 Potensrakkelgsning til differentialligning

Vi bruger i det folgende resultater fra [6] vedrgrende potensraekker. Vi min-
der blandt andet om, at en funktion givet ved en potensraekke med konver-
gensradius p > 0 er uendeligt ofte differentiabel. Vi minder ogsa om, at
koefficienterne er entydigt bestemt. Se [6, Afsnit 7.2].
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Vi fortseetter med samme notation som ovenfor, og gentager ikke an-
tagelser om interval I etc. Der gaclder fglgende generelle saetning.

Saetning 3.1. Antag at q1 og qo kan udvikles i potensrekker omkring xy,
begge med konvergensradius mindst p > 0. Sa kan enhver lgsning til den ho-
mogene ligning (2.10) udvikles © en potensraekke om xo med konvergensradius
mindst p.

Denne setning skal ikke bevises her generelt. (Nar en del af teorien for
analytiske funktioner er gennemgaet, sa kan man give et bevis, baseret pa fix-
punktsaetningen.) Men vi bruger den som motivation for en lgsningsmetode
til differentialligninger, som baserer sig pa at finde lgsninger i form af en
potensrackke. Man geetter pa en lgsning i form af en potensrackke med u-
kendte koefficienter, og forsgger derefter forst at bestemme koefficienterne, og
derngest at vise, at konvergensradius for den fundne potensraekke er positiv.

Der geelder et resultat svarende til Seetning 3.1 for en forste ordens ho-
mogen ligning

W (1) + qolx)y(z) = 0, (3.1)

dz
y(zo) = Yo, (3.2)

hvis gy kan udvikles i en potensraekke omkring xg.

Vi vil nu ferst illustrere fremgangsmaden i et tilfzelde, hvor lgsningen
er kendt. I de to naeste eksempler ser vi pa en anden ordens ligning, hvor
lgsningerne ikke er kendte.

3.1 Eksempel 1

Vi ser pa problemet

W2~ y(a) = 0 (33
y(0) =1, (3.4)

Vi starter med at regne formelt. Antag, at lgsningen kan udvikles i en potens-
rackke omkring nul:

y(zr) = Z anx". (3.5)
n=0
Vi har da
@(m) = f: apna™ ! (3.6)
o n : :



Vi skifter summationsindex og saetter ind i differentialligningen (3.3), saledes

at vi far
o0

ST (0 + Dansr — aq) 2" =0. (3.7)

Pa grund af entydighed af koefficienter ma vi derfor have
(n+Day1 —a, =0, n=0,1,2,.... (3.8)

Man viser ved induktion, at der sa ma geelde

Qo

ap n=12 ..., (3.9)

=
hvor som ssedvanligt n! = 1-2-3-...-n. Af begyndelsesbetingelsen (3.4) folger
ao = 1. Denne udregning viser dermed, at eneste mulighed for koefficienterne
i potensrackken er a,, = 1/nl, n =0,1,2,....

Potensraekken
o0

1
> "
n=0

har konvergensradius p = oo. Da funktionen defineret ved
@=L ser (3.10)
y O n! Y Y *

er kontinuert differentiabel, og opfylder savel differentialligningen (3.3) som
begyndelsesbetingelsen (3.4), er dette den entydige lgsning til begyndelses-
vaerdiproblemet.

Disse overvejelser kan bruges pa flere mader. Man kan forudssette, at den
naturlige eksponentialfunktion exp(x) er velkendt. Men da den ogsa er en
lgsning til problemet givet ved (3.3) og (3.4), giver entydigheden, at vi har

bevist at
o0

1 n
exp(z) = Z e T € R.
n=0
En anden mulighed er at tage udgangspunkt i ovenstaende for at definere
den naturlige eksponentialfunktion.

Opgave 5. Gennemga ovenstaende eksempel i detaljer.

Opgave 6. Brug (3.10) som udgangspunkt for at indfgre den naturlige eks-
ponentialfunktion. Vis sa mange af dens forventede egenskaber som muligt.
For eksempel skal den opfylde y(z1 + x2) = y(x1)y(z2).



3.2 Eksempel 2

Vi giver nu et eksempel pa lgsning af en anden ordens differentialligning ved
hjeelp af potensrackkemetoden fra Eksempel 1. Vi ser pa differentialligningen

d’y dy
() = 2e—-(2) — 2y(z) =0
omkring o = 0. Som ovenfor starter vi med formelle udregninger, som senere
begrundes.
Gaet pa
y(x) = Z apx"
n=0

og s&t ind i ligningen

in(n —1Dapz™ % — 2z f: na,x™ ' —2 i a,z" = 0.
n=1 n=0

n=2
For at kunne sammenligne koefficienterne skifter vi summationsindeks til

n — 2 i den forste sum. I den anden sum ganger vi x ind pa leddene. Det
giver

i(n +2)(n+ 1)apioz"™ — 2 i na,x" — 2 i a,x" = 0.
n=0 n=0 n=0

Da hgjre side er funktionen, der er identisk nul, ma koefficienten til " pa
venstre side ogsa veere nul. Dermed har vi

(n+2)(n+ Dapyo — 2na, — 2a, =0, n=20,1,2...

eller
2

n+ 2
Dette er en rekursionsrelation til bestemmelse af koefficienterne. Vi skal
angive to veerdier for a,-erne for at kunne fastlaegge dem. Svarende til, at vi
normalt fastleegger y(0) og y'(0), vil vi her fastleegge ag og a;. Som i Opgave 4
ovenfor far vi to linesert uafhaengige lpsninger ved at veelge (ag,a1) = (1,0)
og (CL(),CLl) = (0, ].)

Vi starter med (ag,a;) = (1,0). Vi finder hurtigt

Qpao = A, n=0,1,2,...

2&2 1 2&4 1
agzaozl, a4:T:§, aﬁ—?:ﬁ.
Ved et induktionsbevis fas den generelle formel
1 1
a2n:72‘3‘”n:a, 7121,2,..”



Da a; = 0, far vi, at alle koefficienter med ulige indeks er nul:
a2n+1:O, n:0,1,2,....

(Man skal ikke lade sig forvirre af, at indeks n optraeder i sa mange sammen-
haenge.)

Vi har da fundet den forste lgsning. Den kan endda udtrykkes pa lukket
form. Vi seetter ind:

1 1
_ 2 4+ a4, 16
ylx)=1+=x +2!x +3!x +...

og ser y(x) = .

Med betingelserne (ag, a1) = (0, 1) bliver alle koefficienter med lige indeks
nul, og for dem med ulige indeks far vi

2a, 2a3 22 2a5 222
R 75 53 T 7 753
Ved et induktionsbevis fas den generelle formel
2 0,1,2
Aoyl = : n=0,1,2,....
T35 (20 + 1)
Den anden Igsning er derfor givet ved
W)= 3 g,
3:5---(2n+1)

n=0

Der findes ikke noget enklere udtryk for denne funktion. Man kan nu ret-
feerdiggore disse udregninger ved direkte at eftervise, at de to uendelige
reekker begge har konvergensradius +o0o, og derfor er de udfgrte regninger
ikke blot formelle, men faktisk korrekte.

Opgave 7. Gennemfgr ovennaevnte overvejelser.

3.3 Eksempel 3

Differentialligningen

d*y

@(37) —ay(z) =0
kaldes Airys differentialligning. Den kan ikke lgses ved brug af elemen-
teere funktioner. Men man kan finde to linesert uaftheengige lgsninger ved
hjelp af potensraekkemetoden, og disse lgsninger kan bruges til at undersgge
lgsningernes egenskaber i detaljer. Se [4, Example 5, p. 765|, hvor udreg-

ningerne er gennemfort i detaljer.



4 Projektforslag og -idéer

Baseret pa ovenstaende teknik til at finde lgsninger til forste og anden ordens
differentialligninger kan man arbejde videre i forskellige retninger.

4.1 Potensrakker og elementsere funktioner

Vi har i Eksempel 1 ovenfor, som formuleret i Opgave 6, set at man kan bruge
differentialligninger og potensrackker til at indfgre, og til at udlede egenskaber
ved, elementaere funktioner. Prgv at indfgre de elementeere funktioner cos(x)
og sin(z) som to lgsninger til differentialligningen

d?y

T2 (@) +ylz) =0.
Hvor mange af de kendte egenskaber for disse to funktioner kan udledes ved
hjeelp af differentialligninger og potensraekker?

Her er nogle af de kendte egenskaber:

cos(—z) = cos(x), sin(—z) = —sin(x),
d : :
g cos(z) = —sin(z), g sin(x) = cos(x),

cos® () + sin*(z) = 1,
cos(xy + xa) = cos(x1) cos(xe) — sin(xy) sin(xz),

sin(xy 4+ x2) = cos(xy) sin(zg) + sin(z;) cos(xz).
Prgv tilsvarende fremgangsmade for nogle af de elementeaere funktioner
In(z), cosh(z), sinh(z), tan(x), tanh(x).

Metoden er ikke altid anvendelig.

Hvor kommer de elementeere funktioner fra, og hvordan er de tidligere
blevet defineret eller postuleret? Se ogsa [5, Kapitel 2]

Find nogle egenskaber ved cos(x) og sin(x), som det ikke umiddelbart er
muligt at finde ved hjeelp af differentialligninger og potensrackker.

4.2 Binomialrackken

Der er en formel, som generaliserer binomialformlen

S (EY

k=0
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hvor binomialkoefficienterne er givet ved

<n) n(n—1)-(n—k+1)

k) k!
Generalisationen er binomialraekken givet for ethvert a € R ved
= [«
1+2)*= zF,
=3 ()

hvor de generaliserede binomialkoefficienter er givet ved

(Z) _ oz(oz—l)~-l;;!(a—k+l)'

Dette resultat kan vises ved hjelp af potensraekkemetoden til lgsning af dif-
ferentialligninger. Her er nogle trin at gennemfgre.

e Pa intervallet I = (—1,00) er u(z) = (1 + x)* den entydige lgsning til
begyndelsesvaerdiproblemet
dy

1 =gy = —1.
(+x)dx ay =0, y(0)

e Ved anvendelse af potensrackkemetoden til lgsning af dette problem
finder man ovenstaende rackke.

e Bestem konvergensradius for binomialraekken (bemeerk, at svaret af-
haenger af, om « er et ikke-negativt heltal, eller ej).

Som en anvendelse af binomialraeekken kan man bestemme potensraekkeud-
viklingen for den inverse trigonometriske funktion arcsin(z) omkring z¢ = 0.
Hint: Se pa -L arcsin(z).

4.3 Generalisation af teorien 1

En del af resultaterne praesenteret ovenfor kan generaliseres pa forskellig vis.

Mange vigtige differentialligninger i den matematiske fysik kommer i en an-
den form end den, der er antaget i (2.5). De kommer ofte i formen

d’y dy

r)—= () + p1(x)=—=() + po(z)y(x) = 0, 4.1

Po(r) T4 (0) + () 22 (2) + pofay(a) (1.1)

hvor p;, j = 0,1,2, er kontinuerte funktioner pa et interval /. Begyndelses-

betingelser er givet i et punkt zo € I. Der er tre tilfeelde at betragte. 1
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tilfeeldet po(xg) # 0 siges xg at veere et requlert punkt. Dette tilfeelde re-
duceres til det allerede betragtede, ved division med p,. I dette tilfeelde
er q1(x) = pi1(x)/p2(z) og qo(z) = po(z)/p2(x) begge kontinuerte i et lille
interval omkring x.

Hvis pa(z9) = 0, sa kaldes xq et singulert punkt. Her skelner man mellem
det tilfeelde, hvor

(x — )

begge har potensraekke udviklinger om zy med positiv konvergensradius, og
det tilfzelde, hvor denne antagelse ikke er opfyldt. I det forste tilfeelde kaldes
xo for et requlert singulert punkt.

Man kan se pa nogle enkle tilfeelde, hvor man kan regne sig igennem
tingene. Det fgrste eksempel er Eulers ligning

d*y dy
2 _
x w(x) + ﬁx%(as) +ay(z) =0, (4.2)
hvor « og [ er reelle konstanter. Man kan geette pa en lgsning pa formen
y(z) = 2". Ved indseztning finder man da en andengrads ligning for r.

I det generelle tilfeelde, hvor zy er et reguleert singuleert punkt, geetter
man pa en lgsning af formen

o) = D,
n=0

hvor r bestemmes pa tilsvarende vis. Denne lgsningsmetode kaldes Frobenius
metode.

4.4 Generalisation af teorien 2

Hvis man ved mere om koefficienterne i ligningen (2.5), kan man ogsa sige
mere om lgsningerne. For eksempel, hvis ¢i(x) og qo(x) begge er k gange
kontinuert differentiable pa intervallet I, sa er alle lgsninger til den homogene
ligning k + 2 gange kontinuert differentiabel pa eksistensintervallet.

Man kan ogsa stille spergsmalet om hvor stort eksistensintervallet er.
Eksisterer lgsningen pa hele intervallet 1?7 Et konkret eksempel, hvor svaret
er kendt fra [5], er tilfeeldet med ¢;(x) og go(x) konstante funktioner. Sa er
lpsningen defineret pa hele den reelle akse. Hvad kan man sige mere generelt,
i tilfeeldet med ikke-konstante koefficienter?
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4.5 Konkrete ligninger
Der er en rackke konkrete ligninger, hvor man kan prgve metoden. Her er

nogle eksempler.

1. Lad X betegne en konstant. Differentialligningen

&y
dx?

(2) 2;0%(95) + (@) =0

kaldes Hermites differentialligning. Den optraeder mange steder i matematik
og fysik. Her er nogle forslag til undersggelser.

e Bestem to linezre uathsengige lgsninger.

e Vis, at Hermites ligning har en lgsning, der er et polynomium af grad
n, hvis A = 2n. Dette polynomium kaldes Hermite polynomiet (efter
en passende normalisering).

2. Lad a betegne en konstant. Ligningen

(1= 222 () — 202 (2) + afa + y(z) = 0

kaldes Legendres ligning.
e Bestem to linezert uathengige lgsninger til Legendres ligning

e Antag, at « = n (helt tal). Vis, at Legendres ligning har et polynomium
af grad n som lgsning. Det kaldes Legendre polynomiet.

e Legendre polynomiet P,(x) normalises ved betingelsen P,(1) = 1.
Bestem Pj(x) for j =0,1,2,3,4.

3. Lad v vere en reel og positiv konstant. Bessels ligning af orden v er
ligningen
d? d
xzd—x‘z(x) + xﬁ(m) + (1 —1Hy(xr) =0
e Find en potensrakkelgsning til ligningen med begyndelsesbetingelserne
u(0) =1, «/(0) = 0.

e Kan man finde en af ovenstaende lineaert uafhaengig lgsning, i form af
en potensraekke? Hvis nej, hvad kan man sa ggre (se afsnit 4.3)7?
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4.6 Hypergeometriske funktioner

En klasse af funktioner, som optraeder mange steder i matematikken og dens
anvendelser, er de hypergeometriske funktioner. De er lgsninger til differen-
tialligningen
2
x(l— m)%(m) +(c—(a+b+ 1)93)%(1") —aby(z) =0, (4.3)

Her er a, b, og c tre parametre, der kan veere komplekse, men her ser vi kun
pa reelle parametre. Ligningen er et specialtilfaelde af ligningen betragtet i
afsnit 4.3 ovenfor.

Man kan undersgge potensrackke metodens anvendelighed til at bestemme
eksistens af Igsninger i form af potensraekker, og deres konvergensradier. An-
dre forslag:

1. Vis,at fora=1,b=1,0g c =2, er y(z) = —x~*log(1 —x) en lgsning.

2. Vis, at hvis a eller b er et negativt heltal, sa har ligningen et poly-
nomium som lgsning.

De hypergeometriske funktioner er relaterede til hypergeometriske distribu-
tioner i sandsynlighedsteori. Forsgg at finde sammenhaengen.

5 Supplerende leesning

Man kan mange steder laese om potensrackkemetoden til lgsning af differen-
tialligninger. Her er nogle forslag. Larebogen i Calculus fra basis [4]. Se
afsnittene 11.9 og 11.10. Metoden er ogsa beskrevet i et af de efterfglgende
bind i leerebogsserien [5]. Leaerebogen fra efterarets PE kursus indeholder
meget om metoden, se Chapter 71 [3].

Frobenius metoden (naevnt i afsnit 4.3) er beskrevet i blandt andet [2],
og ogsa i [3]. Funktionerne med navne som Airy, Bessel, Hermite, Laguerre,
Legendre osv. kaldes ofte specielle funktioner, og mange bgger og tabelvaerker
beskriver deres egenskaber og veerdier. En klassisk bog er [1]. Her kan man se
i Chapter 15 vedrgrende de hypergeometriske funktioner og deres egenskaber.

I dag er mange af de specielle funktioners egenskaber indbygget i com-
puter algebra programmer, som for eksempel Maple. Men det er ikke altid
let at treekke relevant information ud af Maple, og det er heller ikke sa let at
anvende Maple til at finde potensrackke lgsninger.

Et eksempel, hvor man kan finde informationer og metoder i Maple, er om
de hypergeometriske funktioner. Se i DEtools pakken under hypergeomsols.
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En anden kilde til information om emnerne i fordybelsesprojektet er in-
ternettet. Man kan sgge pa emner nsevnt ovenfor, men problemet er, at man
ikke kan vide noget om lgdigheden af de informationer man finder. Et ek-
semple, hvor man far nyttig viden om de hypergeometriske funktioner, er
siden

http://mathworld.wolfram.com/HypergeometricFunction.html
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