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Matematik 1A, Efterar 2005, Hold 3
Prgveopgave C

Opgaven bestar af tre dele, hver med en raekke spgrgsmal, efterfulgt af en
liste af teorispgrgsmal. I alle opgavesporgsmalene ma man gerne bruge Maple,
lommeregner osv. til hjeelp med udregningerne.

Sidst i hver del er der ogsa nogle abne spgrgsmal, som man kan tage med,
hvis der er tid til det.

Del 1

Vi skal forst se pa sammenhaengen mellem de komplekse tal og punkter i
planen. Som saedvanlig identificerer vi det komplekse tal z = x +iy € C med
punktet (z,y) € R? i planen.

1. Beskriv fglgende delmeengder af komplekse tal som punktmaengder i pla-
nen, ved hjalp af en ligning i x og vy, og identificér hver af dem med velkendte
geometriske figurer. I den forbindelse kan man fortolke |z — w| som afstanden
mellem de to komplekse tal z og w, identificeret med punkter i planen.

(i) {z € C| Re(az +b) = 0}, hvor a,b € C er given komplekse tal.
(ii) {z € C| |z — 1] =]z +2|}. Tegn i den komplekse plan.

(iii) {z € C| |z| = 2|z — 1]}. Tegn i den komplekse plan.

Abne spgrgsmal. Der er mange andre geometriske figurer, som er beskrevet
ved komplekse ligninger. Undersgg en eller flere af fglgende muligheder:

(a) {z € C||z—a|] = |z —1b|}, hvor a,b € C er to forskellige komplekse
tal, dvs. a # b.

(b) Vis, at {z € C| |z — a|+|z + a| = R} er en ellipse, hvis R er stor nok.
Her er a@ > 0 er positivt reelt tal.

(¢) Generaliser del (b) til {z € C| |z —a|] + |z — b| = R}, hvor a,b € C er
givne komplekse tal og R igen er stor nok.

Del 11

Vi skal nu se pa rgdder i polynomier med komplekse koefficienter.
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2. Bestem rgdderne i tredjegradspolynomiet
23— 27i = 0.

3. Bestem rgdderne i andengradspolynomiet

w? + (2 — i)w — 2i = 0.

4. Vis, at z = —2i er en rod i polynomiet
2% 4 202t + (2 —0)2% + (2 + 4d) 2 — 26z + 4.

Bestem derefter alle fem rgdder i dette polynomium, og afseet dem i den
komplekse plan.

Abne spgrgsmal. Der er givet et polynomium af grad n
P(2) = ap2" + @p_12" ' + -+ a1z + ao. (1)

Antag, at alle koefficienterne a;, j = 0, ..., n er hele tal. Antag, at polynomiet
P(z) har en rod zp, som er et rationalt tal, dvs. zy = %, hvor p og ¢ er hele
tal, og at brgken er uforkortelig. Vis, at der sa ngdvendigvis ma gelde, at
a, er delelig med ¢, og samtidig, at ag er delelig med p. Det giver en metode
til at undersgge, om et givet polynomium har reelle rationale rgdder. Afprgv
metoden pa polynomiet

323 — 222+ 122 — 8.

Bestem alle rgdder i dette polynomium.

Del 111

Vi skal nu se pa en rackke sporgsmal vedrgrende differentialligninger og deres
lpsninger. Vi ser pa en ligning
O*u ,0%u

Her er ¢ en fast reel konstant. Ligningen (2) kaldes en partiel differential
ligning, da den ukendte funktion har to variable, og ligningen involverer de
partielle afledede efter disse to variable.

Ligningen (2) kaldes bglgeligningen. Vi skal se pa en rackke egenskaber ved
den. Vi antager i det fglgende, at alle funktionerne er to gange differentiable.
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5. Antag, at ui(x,t) og us(z,t) begge er lgsninger til (2). Vis, at sa er
linearkombinationen u(x,t) = cyuy(z,t) + caua(x, t) ogsa en lgsning. Overvej,
at dette resultat ogsa geelder for komplekse funktioner u; og us, og komplekse
konstanter ¢; og cs.

En lgsning til belgeligningen beskriver (idealiseret) svingninger i en uen-
delig streng. Veerdien u(x,t) til tiden ¢ angiver udsvinget pa position x, se
Figur 1. Vi vil nu forsgge at finde lgsninger til (2).

15—

0.5 — u(x,t)

o
N
[&)]

|

Figur 1: Graf af u(z,t) til tiden ¢.

6. Vi gaetter pa en kompleks funktion

u(z,t) = e,

hvor « og 3 er komplekse konstanter. Vis, at hvis u(z, t) er en lgsning til (2),
sa ma der geelde, at

32 = 2o,
Det er et rimeligt krav at forlange, at funktionen u(x,t) er begreenset, dvs. at
der findes en konstant M > 0, saledes at for alle z og t gaelder, at |u(z,t)| <
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M. Vis, at det leder til betingelserne Rea = 0 og Re 6 = 0. Seet o = ik, hvor
k er en reel konstant, og konkluder, at vi har fundet fire familier af reelle
lgsninger

cos(k(z + ct)), cos(k(x —ct)), sin(k(z+ct)), sin(k(x— ct)).

7. Losningerne ovenfor kan fortolkes som bglger, der bevaeger sig enten
til hgjre eller til venstre, med hastigheden ¢, som derfor kaldes bglgernes
udbredelseshastighed. Giv denne forklaring, for eksempel ved at starte i et
punkt (z,0) og folge udbredelsen for ¢ > 0. En anden made er at tegne
niveaukurver for en funktion cos(k(x — ct)) i z-t-planen. Vaelg selv veerdier
for k og ¢, for at lave tegninger.

8. Man kan fa bglger med en vilkarlig bglgeform. Bglgeformen er beskrevet
ved en funktion F'(z). Vis, at

u(z,t) = F(x — ct)
er en lgsning til (2). Vis tilsvarende, at for en anden bglgeform G(x) er
u(z,t) = Gz + ct)
ogsa en lgsning til (2).
Man kan vise, at den generelle lgsning til (2) altid kan skrives pa formen
u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct), (3)

altsa en superposition af en bglge, der bevaeger sig til hgjre, og en der bevaeger
sig til venstre.

9. Der findes ogsa lgsninger til bglgeligningen, der er staende bglger, dvs.
bglgeformen skifter kun amplitude, og ikke position. Vi vil forsgge at finde
staende bglger ved at gaette pa en lgsning af formen (k er en reel konstant)

u(x,t) = v(x)sin(ket). (4)

Indsaet i belgeligningen (2), udled en anden ordens ssedvanlig differential-
ligning for v(x), find den generelle lgsning til denne ligning, og forklar hvilke
belgetyper lgsningerne (4) svarer til.
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10. Som naevnt overnfor, sa kan bevaegelsen af en svingende streng beskrives
ved hjalp af lgsninger til bglgeligningen (2). Man kan specificere begyndelses-
tilstanden for en svingende streng ved at specificere position og hastighed i
ethvert punkt. Vi ser pa den situation, hvor vi starter med en position givet
ved en funktion f(x) og starter i hvile. Dvs. begyndelsesbetingelserne er

u(z,0) = f(x), (5)
ou
E(a:, 0) = 0. (6)

Brug den generelle lgsning fra (3) til at vise, at sa er lgsningen givet ved

u(z,t) = = (f(z —ct) + flz + t)).

N | —

Fortolk dette resultat, og skitser eventuelt lgsningen for et valg af f.

Her er et eksempel pa en sadan illustration. Begyndelsestilstanden er
skitseret i Figur 2, og lgsningen er skitseret for —3 < x < 3,0 <t < 31
Figur 3. Der er valgt ¢ =1 her.

Abne spgrgsmal. Betragt det generelle begyndelsesveerdiproblem for (2)
givet ved begyndelsesbetingelserne

(e, 0) = (), )
O 2,0) = g(x). ©)

Her angiver f(z) begyndelsespositionen og g(x) starthastigheden, for position
x langs strengen. Vis, at den generelle lgsning er givet ved

u(z,t) == (f(x—ct) + flz+ct)) + 1 /HC g(s)ds.

20 r—ct

N —

Denne formel blev udledt af d’Alembert 1 1747.

Teorispgrgsmal.
Til denne opgave hgrer fglgende emner fra teorien.
1. De komplekse tal, og nogle af deres egenskaber.

2. Polynomier og deres rgdder. Faktorisering af polynomier.
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. Den komplekse eksponentialfunktion.

. Andengradsligning og binom ligning.

. Anden ordens lineger differentialligning med konstante koefficienter.
. Forste ordens lineser differentialligning.

. Gaettemetoden til lgsning af anden ordens inhomogen lineger differen-
tialliging med konstante koefficienter.

. Kaedereglen for funktioner af flere variable.
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Figur 2: Graf af begyndelsestilstand f(x).
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Figur 3: Graf af lgsning u(x,t).
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