Det teknisk-naturvidenskabelige basisar
Matematik 2A, Forar 2006, Hold 3
Prgveopgave B

Opgaven bestar af et antal delopgaver. Disse er af varierende omfang. Der er
ogsa en del forklarende tekst ind imellem.

Formalet med denne opgave er se pa nogle anvendelser af den linesere
algebra. Anvendelserne er polynomial interpolation, udledelse af endelig dif-
ferensformler til approksimation af afledede, og numerisk differentiation.

I forbindelse med besvarelsen af opgaven skal man ogsa gore rede for
teorien. Man kan selv i besvarelsen inddrage teori. Derudover vil der til hver
eksaminands besvarelse blive stillet nogle teoretiske spgrgsmal.

Interpolation. Vi starter med at se pa begrebet polynomial interpolation.
Der er givet et antal punkter i planen:

<t07 xO)u <t17 .ﬁUl), (t27 .TQ), R (tn7 xn)

Vi antager, at t; # t; for i # j. Opgaven er at bestemme et polynomiun p(t)
af grad hgjst n, saledes at alle de givne punkter ligger pa grafen x = p(t) for
polynomiet, d.v.s. p(t;) = z;, i = 0,1,2,...,n. Et sadant polynomium siges
at interpolere mellem de givne punkter. Et polynomium af grad hgjst n kan
skrives pa formen

p(t) = ag + art + agt® + - + ap_ 11" + ant™.

Delopgave 1. Gor rede for, at bestemmelsen af polynomiet p(t) kan re-
duceres til lgsning af n + 1 ligninger med n + 1 ubekendte. Givet punkterne

(_17 1)7 (07 _1)7 (17 2)7 (27 7)7

find det polynomium af grad hgjst tre, der interpolerer mellem de givne
punkter. Opstil det linesere ligningssystem og lgs det. Lgsningen er illustreret
i Figur 1.

Delopgave 2. Antag, at ¢; # t; for alle 4,57 = 0,1,...,n, ¢ # j. Opskriv
koefficientmatricen for systemet af n 4 1 linesere ligninger (de ubekendte er
koefficienterne i p(t))

p(tz):IZ, ?;:0,1,2,...,71.

Vis, at sgjlerne i denne matrix er linesert uathaengige. Slut heraf, at der eksi-
sterer et entydigt bestemt interpolerende polynomium for punkterne (¢;, z;),
t = 0,....n. Hint: For at vise, at sgjlerne er linesert uatheengige, kan man
udnytte, at et polynomium af grad n hgjst har n forskellige rgdder.
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Figur 1: Punkter og graf af polynomium fra Delopgave 1.

Anvendelse af interpolation. Antag, at vi har en funktion f(¢), som vi
kun kender veerdierne af i nogle punkter, for eksempel punkter af formen
t; = to + jh for nogle veerdier af j. D.v.s. vi kender z; = f(¢;). Vi vil gerne
finde veerdien af f’(¢;). Dette kaldes numerisk differentiation. Vi kan anvende
folgende fremgangsmade. Ud fra de kendte veerdier (¢;, ;) bestemmer vi et
interpolerende polynomium p(¢). Dette polynomium kan vi differentiere, og
vi vil sa anvende veerdien p’(¢;) som en approksimation til f’(¢;). Denne
metode fgrer frem til sakaldte endelig differens formler som approksimation

til de afledede.

Delopgave 3. Vi skal nu udlede to af disse formler. Vi baserer formlerne pa
de to naermeste nabopunkter til et givet punkt. For at forenkle udregningerne
tager vi punkterne

<_h> 1:71)7 <O> 1:0)7 (h> Q:1)7

hvor h > 0. Bestem det interpolerende polynomium p(t) af grad hgjst 2
for disse tre punkter. Brug reekkeoperationer til at lgse det linezere lignings-

Side 2 af 9



Prgveopgave B

system. Beregn derefter p’(0) og p”(0). Resultatet er folgende formler:

Approksimation til forste afledede: xl;ihx_l, (1)
=2
Approksimation til anden afledede: i wh; Yo (2)

Kommentar. Man vil forvente, at nar h er lille, sa giver ovenstaende
metode en god approksimation til de afledede. Ved hjeelp af Taylors formel
kan man analysere, hvor god approksimationen er. Det vil vi nu kort ggre.
Vi antager, at f er tre gange kontinuert differentiabel. Vi opskriver Tay-
lors formel to gange, med udviklingspunkt 0 og funktionsveerdi beregnet i
henholdsvis A og —h. Resultatet er de to formler

f(h) = £(0) +hf'(0) + 3R f"(0) + h*Ri(h), (3)
f(=h) = f(0) = hf'(0) + 3R "(0) + h®Ra(h). (4)
Heraf far vi
f(h) = f(=h)

o = 0+ 3R (Ru(h) = Ra(h)
0og
f(h) + f(=h) = 2/(0)
12
Da z; = f(0+ jh), j = —1,0,1, har vi altsa, at formlen (1) approksimerer
1/(0) med en fejl af stgrrelsesordenen h?, og at formlen (2) approksimerer
1”(0) med en fejl af stgrrelsesordenen h.

= f"(0) + h(Ri(h) — Ra(h)).

Ekstraopgave. Gennemfor overvejelserne ovenfor i detaljer.

Forskydninger. Vi skal anvende ovenstaende til at udlede formlen for en
differentiationsmatrix. For vi kan ggre dette, skal vi se pa nogle linesere af-
bildninger. Lad x = (21,...,2,) € R™. Vi definerer en afbildning S ved

x1 X2
T2 xs3
S — (5)
Tp—1 Tp
Ty, x1

Delopgave 4. Vis, at S er en linezr afbildning S: R"” — R”, og find
standardmatricen for afbildningen S.
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Delopgave 5. Vis, at S er invertibel, og bestem standardmatricen for S~
Vis, at S™ = I, d.v.s. S sammensat med sig selv n gange giver identiteten.

Komplekse vektorrum. I stedet for R™ kan man ogsa se pa komplekse
vektorrum C”. Alle resultater for R™ gaelder ogsa for C”. Det man yderligere
opnar ved at bruge de komplekse tal er, at man har konjugering som en ny op-
eration. Hvis z = (21, 22, ..., 2,) € C", sa definerer man z = (Z1,Za, ..., 2,)-
Derudover har man jo, at ethvert polynomium af grad m har praecis m kom-
plekse rgdder, talt med multiplicitet. Det betyder specielt, at det karakteris-
tiske polynomium det(A — AI) for en n x n matrix A altid har n rgdder.

Delopgave 6. Overvej ovenstaende om komplekse vektorrum. Ggr rede
for, at begreberne frembringende saet af vektorer, lineser uatheengighed af et
st af vektorer, og basis for et underrum af C" overfgres usendret til det
komplekse tilfeelde, bortset fra at skalarerne nu er fra C. Lad B veere en
n X n matrix med reelle indgange. Vi kan opfatte den som en afbildning af
C™ind i C". Vis, at hvis A er en egenveerdi for B med tilhgrende egenvektor
z € C", sa er den kompleks konjugerede \ ogsa en egenveerdi for B med
egenvektor z.

Delopgave 7. Lad A betegne matricen for den lineszere afbildning S de-
fineret i (5). Vi opfatter A som en afbildning af C™ ind i C" og skal bestemme
samtlige egenvaerdier for A. Antag, at A er en egenveerdi for A. Vis, at sa
geelder der A" = 1.

Delopgave 8. Vi fortsetter med at lade A betegne en egenveerdi for A
fra foregaende delopgave. Find samtlige lgsninger til den komplekse binome
ligning A" = 1. Lgsningerne betegnes med A;, 7 = 1,2,...,n. Vis, at hvert
Aj er en egenvaerdi for A, og bestem en tilhgrende egenvektor. Hint: For at
finde egenvektorer kan man se pa vektorer af formen (1, A;, /\?, e )\?’1).
Delopgave 9. Vis, at der findes en basis for C™ bestaende af egenvektorer
for A. Vis, at det samme gzelder for matricen for S~!, nemlig A~!, og bestem
ogsa egenveerdierne for denne matrix.

Differentiationsmatricer. Vi vender nu tilbage til approksimationen til
den forste afledede givet ved (1). Tag en vektor x = (x1,29,...,2,) € R™
Vi kan antage, at x; er fremkommet ved at sample en funktion x; = f(to +
(7 — Dh), j = 1,2,...,n, og vil nu gerne finde en approksimation til den
afledede af denne funktion i disse sample punkter. Problemet med dette er,
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at vi kommer til at mangle information om funktionen i endepunkterne af
intervallet vi sampler over. Det problem lgser vi ved at periodisere, d.v.s. vi
opfatter fglgen af veerdier gentaget som vist her

ey 1, Ty L1, X2y« o 3 Tn—1, Ty L1y L2y« - - -
- ~~ 7
den givne vektor

Vi kan nu anvende differentiationsformlen (1) for hvert z;, j = 1,2,...,n.
Nar vi far brug for venstre nabopunkt til x;, sa tager vi veerdien x,, og
tilsvarende, som hgjre nabopunkt til x, tager vi x;. Vi definerer nu for et
valgt h > 0 en afbildning D), ved

[ L1 | [ T2 — T ]
To 1 T3 — T
Tpn—1 Ty — Tp—2
L Tp i _xl — Tp-1

Delopgave 10. Vis, at man kan udtrykke Dj, ved S fra (5) som

1 -1
Dh:ﬁ(S—S )- (7)

Delopgave 11. Find egenveaerdierne for Dy, og find en basis for C" besta-
ende af egenvektorer for Dj. Observér, at 0 er en egenveerdi for Dj,. Fortolk en
tilhgrende egenvektor ud fra, at Dy er en approksimation til differentiation.

Delopgave 12. Find egenveerdierne for matricen D3.

Delopgave 13. Szt nu n = 4 og bestem en basis for R* bestaende af
egenvektorer for D3.

Delopgave 14. Vi lader fortsat n = 4. Bestem en reel diagonalmatrix X
og en reel invertibel matrix P, saledes at D7 = PXP~1.

Eksempler. Vi vil nu i nogle eksempler vise, at D, faktisk er en diffe-
rentiationsmatrix. Vi tager som det forste eksempel funktionen f(z) = sin(x)
pa intervallet [0, 27]. Vi veelger at sample i 25 @kvidistante punkter i dette
interval. Det betyder, at vi tager n = 25 og tager

z; =sin(2m/25(j — 1)), j=1,2,...,25.
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I dette tilfeelde er A = 27/25. Hvis vi nu tager D), for n = 25 og beregner
Dyx, sa skal indgangene i denne vektor tilnsermelsesvis svare til veerdierne
af f'(x) = cos(x) i samplepunkterne. I Figur 2 har vi afsat punkterne

(27/25(j — 1), (Dpx);), j=1,2,...,25,

og samtidig tegnet grafen for f’(z) = cos(z). Man ser at der er god over-
ensstemmelse mellem den numeriske beregning og det eksakte resultat.
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Figur 2: Numerisk differentiation af sin(z)

Som det naeste eksempel tager vi en funktion, der ikke er differentiabel i

et punkt. Vi tager
x, r <,
g(x) = {

2T — z, x> T.
Vi har da
1, T <m
¢ (z) = { ikke differentiabel, x =7
-1, T>T
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Vi gentager nu det numeriske eksperiment ovenfor med den nye funktion og
dens afledede. Vi tager igen n = 25. Resultatet ses i Figur 3.
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Figur 3: Numerisk differentiation af g(x)

I det sidste eksempel skal vi se pa, hvad der sker, nar den funktion vi
arbejder med, ikke er periodisk, eller ikke kan fortsaettes periodisk og differ-
entiabel. Vi tager som eksempel funktionen

F(z) =2*/(2n)*, 2 €[0,27].

Den periodiske fortsaettelse af funktionen har diskontinuiteter i 27k for alle
heltal k. Resultatet af det numeriske eksperiment er vist i Figur 4. Man ser
at der er en stor fejl i de to endepunkter. Man kan anvende D), flere gange
til at beregne hgjere afledede. Et eksempel med den anden afledede af F'(x)
er givet i Figur 5.

Ekstraopgave. Pa kursets hjemmeside ligger der en Maple fil, der im-
plementerer disse eksperimenter. Man ma gerne eksperimentere videre med
denne fil og selv lave andre eksempler.
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Figur 4: Numerisk differentiation af F'(x)
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Figur 5: Numerisk differentiation af F'(x) to gange
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