Det Ingenigr-, Natur- og Sundhedsvidenskabelige basisar
Matematik 2A, Forar 2007, Hold 4
Opgave A
Kommenteret version

Opgaven bestar af et antal delopgaver. Disse er af varierende omfang. Der er ogsa en del
forklarende tekst ind imellem.

Formalet med denne opgave er at forsta et af de allervigtigste resultater i Lineser Al-
gebra. Det er, at Gauss elimination fgrer til, at lgsning af et linesert ligningssystem (her n
ligninger med n ubekendte) kan reduceres til at lgse to trianguleer ligningssystemer, som
umiddelbart kan lgses ved substitution (fremad i det ene tilfaelde, tilbage i det andet). Dette
forer til en reduktion af antallet af regneoperationer, nar man skal lgse et ligningssystem
mange gange, med en fast koefficientmatrix og varierende hgjresider. Det er noget der ofte
sker i anvendelser.

Definitioner. 1 de folgende opgaver skal vi bruge nogle definitioner. Vi ser kun pa
kvadratiske n x n matricer. Vi skriver en generel matrix som A = [a;;]. De to indices
opfylder 1 <i <mnogl < j<n.En gvre trekantsmatriz er en matrix, der opfylder a;; =0
for alle ¢ > j. En nedre trekantsmatriz er en matrix, der opfylder a;; = 0 for alle ¢ < j. Her
er et konkret eksempel pa en af hver type.

9 _3 9 2000
2 400

0 01 og

0 0 7 1 550
00 3 4

En trekantsmatrix siges at vaere unital, hvis alle diagonalindgangene er lig 1, d.v.s. a; = 1
fori=1,2,...,n. To eksempler:

10 7 1000
3100

011 og

00 1 5310
7771

Bemeerk, at den transponerede af en gvre trekantsmatrix er en nedre trekantsmatrix,
og omvendt.

Delopgave 1. Lad A og B vaere n X n ¢vre trekantsmatricer. Gor rede for, at deres
produkt AB er en gvre trekantsmatrix. Tilsvarende for nedre trekantsmatricer. Hvilke
matricer er bade gvre og nedre trekantsmatricer? Hvilke matricer er bade gvre og nedre
unitale trekantsmatricer?
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Lad A = [a;;] og B = [b;;] veere gvre trekanstmatricer. Det formelle argument for, at
AB er en gvre trekantsmatrix er fglgende: Vi skal vise at alle indgange (AB),;; = 0 for
1 > j. Antag i og j fast valgte, med ¢ > j. Saer a;; =0 for k=1,2,...,7— 1. Heraf fglger

(AB)ZJ = Z aikbkj = Z aikbkj.
k=1 k=i

Men by; = 0 for k > 7 > j per antagelse. Altsa er AB en gvre trekantsmatrix.

Delopgave 2. Lad A = [a;;] veere en n X n gvre eller nedre trekantsmatrix. Vis, at en
sadan trekantsmatrix er invertibel, hvis og kun hvis a;; # 0 for alle 7, 1 = 1,2,...,n.

Se Delopgave 11.

Delopgave 3. Lad A vere en unital nedre trekantsmatrix. Vis ved hjeelp af reekkeoper-
ationer, at den inverse til A ogsa er en unital nedre trekantsmatrix. Start eventuelt med
en konkret matrix med talindgange for at forklare resultatet.

Man kan starte med et konkret eksempel. Invertibilitet folger af Delopgave 2. Bade i
det konkrete, og i det generelle, tilfzelde skal man observere, at for en given rackke udfgrer
man kun raekkeoperationer pa underliggende rackker. Det er derfor kun i disse raekker at
man kan sendre nuller i enhedsmatricen til ikke-nul indgange. Resultatet er, at den inverse
er en unital nedre trekantsmatrix.

Et mere formelt argument opskriver elementaere matricer til at udfgre reduktionen, og
observerer, at alle de anvendte elementeere matricer er unitale nedre trekantsmatricer, hvis
inverse igen er unitale nedre trekantsmatricer.

Delopgave 4. Lad A veere en kvadratisk gvre trekantsmatrix. Et konsistent lignings-
system Ax = b kan lgses ved at substituere bagfra, altsa uden at finde den reducerede
echelonform. Illustrér metoden ved hjelp af folgende matrix A og vektor b.

21 -1 1 —1
02 36 —2
A= 00 1 4f° b= 6
00 0 4 8

Gor rede for, at hvis B er en nedre trekantsmatrix, sa kan man finde lgsningen til et
konsistent ligningssystem By = c ved fremadgaende substitution, uden at skulle finde
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echelonform eller reduceret echelonform. Illustrér metoden ved eksemplet

3000 6
1600 8
B=1g 9 4 0> ©= |
1117 _5

Lgsningerne er x = (—1/2,—4,-2,2) ogy = (2,1, —1, —1). Det vigtige her er at forsta,
at pa en computer er tilbagesubstitution hhv fremadgaendesubstitution meget mere effek-
tivt (kreever feerre regneoperationer) end at gennemggre en fuldsteendig Gauss elimination.

Forklaring. Iresten af opgaven skal vi se pa en vigtig konsekvens af Gauss-eliminationen
for et ligningssystem. Vi ser for enkelhedens skyld kun pa et ligningssystem med n ligninger
og n ubekendte, saledes at koefficientmatricen er kvadratisk. Vi starter med resultaterne
fra Lay vedrgrende rackkeoperationer og elementaere matricer.
Vi har givet en n x n matrix A = [a;;]. Hvis vi vil fremhaeve reekkerne, sa kan vi skrive

den som en sgjle af raekkevektorer

]

)

A:
I'n

De tre reekkeoperationer kan da beskrives ved fglgende transformationer.

1. Multiplicér raeekke k£ med konstanten ¢ # 0:

ry ry

| — |(C T

Iy ry

2. Laeg ¢ gange raekke k til reekke [, k #£ 1.

I r;
ry ry
—
Iy r+c-rg
_rn_ L. rn -
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3. Ombyt rackke k og raekke [, k # [.

_1‘1_ _1‘1_
Iy Iy
—

Iy Iy
ry ry

Den elementaere matrix svarende til den forste reckkeoperation er givet ved

0 fori # 7,
(B)yy =<1 fori=j, ik,

c fori=j,1=k.
Den elementaere matrix svarende til den anden raekkeoperation er givet ved

1 fori=j,
(F)ij=<Rc fori=1,j=k,

0 for alle andre i og j.

Den elementeere matrix svarende til den tredje raekkeoperation er givet ved

1 fori=j, itk i1,

1 fori=4k, j=1
(G)ij = N

1 fori=1, 5=k,

0

for alle andre i og j.

(3)

Delopgave 5. Forklar i detaljer ovenstaende og giv nogle konkrete taleksempler. Vis, at
enhver elementaer matrix er invertibel, og bestem den inverse matrix til hver af de tre typer
elementeere matricer. Beskriv de inverse matricer bade med ord (hvilken rackkeoperation

implementerer den inverse) og ved formler som (1), (2), og (3).

Opgaven bestar i at vise at man har forstaet Lay, samt at man kan laese indexnotationen

for indgange i en matrix, og forsta den.

Delopgave 6. Der er givet en n x n matrix A. Gor rede for, processen med raekkeopera-
tioner, der fgrer til echelonformen for A (vi kalder den B), kan beskrives som multiplikation

til venstre med elementeere matricer, dvs.

B = EpEp—l e EgElA.
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Her er hver £} en af de elementaere matricer. Ggr rede for, at man altid kan gennemfgre
processen uden at bruge elementere matricer af typen (1). Brug matricen A fra Delopgave
10, se formel (7), til at illustrere disse ting.

Et muligt svar pa faktoriseringen af A, der leder til en naesten fuldsteendig reduktion
til echelonform, paneer at der ikke er brugt elementeere operationer af typen (7), er

-100 1 1 —2 001 0 00]f1t 0 00

0 200f |0 1 00|01 0O0[f0 1 00

0 00O0f |0 0 10|00 1O0[f0—-210

0 000 00 0 1]]0 =20 1](0 0 01
1 000]ft0o0O0][010O0[0 20 0
01 00/]{0100/f1L0O0O0]f-110 1
0010/|2010/]0010[2 10 —2
3001000100013 10 =3

Delopgave 7. Antag, at en matrix A kan reduceres til echelonform alene ved at bruge
elementaere matricer af typen (2), og at man i hvert trin kun anvender operationerne pa
raekkerne under den aktuelle pivotraekke (preecis som beskrevet i starten af Chapter 1 i
Lay til opnaelse af echelonform). Vis, at der sa findes en unital nedre trekantsmatrix L og
en gvre trekantsmatrix U, saledes at

A= LU. (4)

Faktoriseringen (4) kaldes LU-faktoriseringen. Antag nu, at vi skal lgse ligningssystemet
Ax = b, og at ligningssystemet er konsistent. Antag ogsa, at vi allerede kender LU-
faktoriseringen (4). Vis, at sa kan ligningssystemet lgses ved at lgse de to systemer

Ly=b og Ux=y. (5)

Disse to systemer kan lgses direkte ved substitution, som set i Delopgave 4.

Her drejer det sig om at stykke informationerne fra tidligere delopgaver sammen. Man
skal huske at produkt af unitale nedre trekantsmatricer og invers er af samme type og sa
flytte de elementaere operationer over pa den anden side.

Kommentar. [ mange anvendelser skal man ofte lgse et ligningssystem Ax = b for
mange forskellige hgjresider. En direkte lgsning ved at bruge rsekkeoperationer kraever
cirka n® beregninger. En LU faktorisering kraever ogsa cirka n3 beregningen, men den
efterfglgende lgsning af ligningssystemer med metoden i (5) kraever kun cirka n? bereg-
ninger.
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Delopgave 8. Bestem en LU faktorisering af matricen

1 2 3 1
-1 0 -4 =2
2 2 11 4
-3 -4 —-10 -1

Se Lay Section 2.5 for metoden.

Svaret er
1 0 00 (1 2 3 1
-1 1 0 010 2 -1 -1
2 -1 1 010 0 4 1
-3 1 0 10 0 O 3

Delopgave 9. Lad P betegne en n x n matrix, som er fremkommet ved at ombytte
(permutere) nogle af reekkerne i n x n enhedsmatricen I,,. P kaldes en permutationsmatrix.
Bemeerk, at vi har PI,, = P. Det viser, at P er bestemt ved permutationer af raekkerne i [,,.
Lad A veere en vilkarlig n x n matrix. Gor rede for, at PA giver en matrix med rackkerne
i A ombyttet pa sammen made som i P. Start gerne med taleksempler. Ggr rede for, at
enhver n X n matrix kan faktoriseres som

A=PLU, (6)

hvor P er en permutationsmatrix, L en unital nedre trekantsmatrix, og U en gvre trekants-
matrix. Hint: Start med at gennemfgre den ssedvanlige reduktion til echelonform. Notér
undervejs de ngdvendige reekkeombytninger. Det tillader én at konstruere en permutation-
smatrix @), saledes at QA opfylder betingelserne i Delopgave 10.

Svaret star i den detaljerede beskrivelse i opgaveteksten.

Bemaerk. Permutationsmatricer kommuterer ikke altid. Giv et eksempel herpa.

Delopgave 10. Lad A vare matricen

020 0
110 1

A=1511 (7)
311 -3

Bestem en faktorisering af A af typen (6).
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Svaret er
01001 000][-1101
100O0f|0 1T O0OO|0O 200
0010/|-2210/]0 000
0001/ [-3201][0 000

Delopgave 11. Lad A = [a;;] vaere en n X n gvre eller nedre trekantsmatrix. Vis, at i
begge tilfaelde gaclder, at determinanten af A er lig produktet af diagonalindgangene i A,
altsa

det A = a11 - a929 ... Qpp-

Lay Section 3.1, Theorem 2.

Delopgave 12. Antag, at der er givet en LU faktorisering af A, som i (4). Vis, at
det A = uyiugg - - - Upp,

hvor u;; betegner diagonalindgangene i U. Vis, at en direkte udregninng af det A efter
definitionen i Lay kraever cirka n! beregninger. Som angivet i kommentaren ovenfor, sa
kreever beregning af det A med LU faktoriseringen cirka n® beregninger. Sammenlign disse
to sterrelser for f. eks. n = 10 og n = 20.

Hvis A= LU, sa er det A = det LdetU. Da L er unital, er det L = 1.
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