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Kommentarer til sections 2.4 og 2.5

Den centrale saetning i disse afsnit er Proposition 2.37. Jeg giver her et direkte bevis for
denne saetning, baseret pa definitionerne og Theorem 2.29. Hovedresultatet er

En lukket og begrenset delmaengde af de reelle tal er fglgekompakt.

Her er beviset. Der er givet en maengde S C R, som er lukket og begraenset. For enhver fglge
{z,} C S skal vi vise, at den har en konvergent delfplge, og at graenseveerdien for denne folge
ligger i S.

Lad {z,} C S veere en vilkarlig folge. Da S er begreenset, kan vi finde a,b € R, a < b,
saledes at S C [a,b]. Derfor er ogsa {z,} C [a,b]. Seet Iy = [a,b], og lad m = 1(a + b)
veere midtpunktet. Vi har dermed delt I i de to intervaller [a,m] og [m, b]. Da folgen {x,}
er uendelig, ma mindst et af disse intervaller indeholde uendeligt mange z,. Vi velger et af
intervallerne med uendeligt mange x,,. Det betegnes med I; = [aq, by]. Seet num; = %(al +b1).
Mindst et af intervallerne [a;, m] og [m1, b1] indeholder uendeligt mange x,,. Veelg et sadant,
som vi betegner med I = [ag, by]. Denne proces fortsaettes, og vi far pa den made defineret
intervaller I,,, n € N, saledes at I,, = [ay, b,|, In11 C I, og b, — a, = (b — a)27". Hermed er
alle betingelserne for at anvende Theorem 2.29 opfyldt. Vi konkluderer, at der findes praecis
et x,, sa at N0, I, = {z.}.

Vi bestemmer nu en delfolge af {z,}, som konvergerer mod z,. Vores delintervaller I,
indeholder alle uendeligt mange x,,. Vi starter fra I;. Vealg det mindste n, sa x, € [;. Det
betegnes med n;. Vealg derefter det mindste n, sa at ny < n og x,, € I,. Da I, indeholder
uendeligt mange x,,, er dette altid muligt. Dette n betegnes med n,. Fortseet denne proces. Pa
den made definerer vi en delfglge {z,, }, saledes at x,,, € Ij. Viskal vise, at limy_,oc ©,, = .

Lad € > 0 veere givet. Bestem N, saledes at by — ay = (b — a)2™" < e. Vi har ifglge
konstruktionen, at x,, € I C Iy for alle k > N. Da ogsa z. € Iy, folger, at |z, — x| <
by —an < € for alle k > N, og vi har vist, at limy_,o 2, = .. Da S er lukket, har vi ogsa,
at x, € S.

Vi har dermed vist, at en vilkarlig fglge i .S har en konvergent delfglge, og at dens graen-
seveerdi ligger i S. Dermed er vist, at S er folgekompakt.
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