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Directionenaf alle Linier i sammePlan kanudtrykles
ligesaaanalytisk,somderesLaengdeudenat
HukommelsemebydesmednyeTegn eller Regler.

CaspaiVessel(1745-1818)
OmDirectionensanalytisle Betgning... 1799

HantegnerLandlort og laeserLoven.
Han er saaflittig somjeg er Doven.

JohanHermanWesselom sin broder?

O Indledning

Dette notater beragynettil brugvedkurset“Matematik 1” underAUC’s teknisk-
naturvidenskabeligbasisuddannels®et har somsit hovedemnendferelsenaf
de kompleksetal. Der introduceredarst polaerekoordinateri planen,for at den
poleereform af komplekseal letterekanbehandlesDenkompleksesksponential-
funktion beryttestil lgsningaf homogenaginhomogendineaeredifferentiallig-
ningermedkonstantekoefficienter Hvert afsnitafsluttesmeden opgaresamling.
Notatetafsluttesmedenfacitliste.

Herskalanfaresiogleresultatefra trigonometriensomvi farbrugfor senere.
Farstenlille tabel:

u | 0 Im sm im Im
grader| 0° 30° 45° 60° 9C°
snu| 0 3 3v2 3/3 1 (1)
cosu| 1 3v3 iv2 3 0
tanu| 0 iVv3 1 V3 -

Der findesmangeformler for vinkelskift, menfrem for at brugeformelsamling
anserjeg detfor bedreat udlededisseformler, nar manfar brug for dem,ved at
se pa en enhedscirkl. Vi minderom denfra gymnasietkendtecosinuselation,

IDissecitaterhar jeg hentetfra Kirsti Mgller PedersenCasparWesselog de kompleksdals
repraesentatioriNordisk MatematiskTidsskrift, 1979, hefte 2. CaspaiWesselvar denfgrste,der
opfattedekomplekseaal sompunkteri planen.
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der for en trekantmed en vinkel C afgreensetf sidernea og b og medc som
modshtendesideudsiger at

c? = a® + b? — 2abcosC. (2)

Endviderefar vi brug for de sdkaldteadditionsformlerfor cosinusog sinus.De
lyder:

coqu— V) = cosucosv+ sinusinv
coqu+ V) = cosucosv— sinusinv 3)
sin(u—v) = sinucosv — cosusinv
sin(u+ v) = sinucosv+ cosusinv

For atbevise demstartervi medat indferefalgendevektoreri R?:
a= (a1,a) = (cosu,sinu), b = (by,bz) = (cosv, sinv).
For deresskalarprodukharvi to udtryk:
a-b = [|all[|b]| cosd = aib; + azby,

hvorafdenfarsteformeli (3) fas,daderertaleomenhedsektorermedd = u—v.
Vedaterstattev med—v far vi dennaesteformel. | denneerstattesi med3m—u,
og vi far dentredje formel. Og heri erstattervi v med —v for at fa den sidste
formel.

OPGAVER

0.1. Visrigtighedenaf tallenei (1), fx vedat separetvinkledetrekanter

0.2. Udledformlerne
Sin2x = 2SiNXCOosX,
COS2X = COL X — SiPX = 2co0€ X — 1 = 1 — 2sirf x

0.3. Udledformlerne

cosx:ilercogzx, sinx:iwl—cogzx,

hvor fortegnetafhaengeaf denkvadrant,somx liggeri.

0.4. Vis, at
2tanx

tan2x = ————
1—taréx
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0.5. Dererandretrigonometrisk additionsformleenddei teksterviste.Udledfalgen-
denyttige formler ud fra (3):

u+v u—v
cosu+cosv= 2 COST cosT ,

. U+Vv . u—v
cosu—cosv= -2 smT sin——,

2
. . . u+v u—v
sinu+sinv=2sin—— cos——,
2 2
. . u+v . u—v
sinu—sinv = ZCOST smT,

0.6. Beryt denforegaendeopgave til at finde ud af, hvad der sker, nar man superpo-
nererto vekselstrammened sammeamplitudeog med naestensammefrekvens.
(Staendebalger)

1 Poleere koordinater

| planenindfareset koordinatsysten{O, e, &), hvor O er origo og e, & pa
hinandenortogonaleenhedsektorer hvor denkortestedrejningfra e; til e eri

positiv omlgbsretningimod uret). For et punkt P harvi de seedwanlige, sakaldt
cartesisk? koordinater(x, y), hvor abscissex og ordinatery er defineredeud fra
stedektorervedOP = xe1 +yer. Endvidereer punktetP bestemud fra stedwek-
torensleengder = |@| og vinklen 8, derangwverdrejningenfra ey til (TI5, regnet
medfortegn. Vi kalderr og 6 punktetspoleee koordinaterog skriver

(%y) = (r,8)po.

Vi kalderr radiusvektorog 6 retningsvinkl. Dergeelderatr > 0. Medensradius-
vektordenederentydigtbestemtgeeldedetteikke retningsvinklenVedaddition
af et helt multiplum af 2mt fasdet sammepunkt, sa alle veerdier® + 21k, k € Z,
kanberyttes2 For origo, altsar = 0, er 8 helt ubestemtHalvlinien ud fra origo i
abscisseaksemmositive retningkaldespolaraksen

Pafigur 1 visesdecartesisk og depolaerekoordinatefor punktetP. Af simple
trigonometrisle formler far man

X =100, y=rsin@ 4)
0g

r=+/X2+y2, tand = 3—): (5)

2Efter Reré Descarte$1596—1650)¢der pa latin kaldtesig Cartesius.
37 betgnermaengderaf heletal.
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ﬁe

Figur 1: Poleerekoordinater

Formel(4) angver entydigtovergangerfra poleeretil cartesisk koordinaterDer-
imod angver (5) kun radius\ektorentydigtved denmodsatteovergang.Delstil-
laderformlenfor retningsvinklerd ikke,atx = 0, delserderfor x # 0 enlgsning,
hvor —%n <0< %n, og dener falsk, hvis punktetliggeri 2. eller 3. kvadrant;sa
skal t adderegeller subtraheres)Derfor skal manaltid se pa, hvilken kvadrant
punktetliggeri.* Somengwelsekanlasererdobbeltcheckligningerne

(1,0 (1,0)po,
0,-2) = (2 _%T[)pola
(1,1 = (V2 %1") pols

(-1,v3) = (2,2m)p,

vedat verificeredembadeforleensog bagleens.

Vi skalsepaenreaekle eksemplepa, hvordanenkurve kanbeskrivesi polaere
koordinater Specieltbeskrver ligningenr = a encirkel medcentrumi origo og
radiusa. Ligningen® = a beskriver enhalvlinie ud fra origo (strale),derer drejet
vinklen a ud fra polaraksenl detilfaelde, hvor en strale hgjstskaererkurven én
gang,kan vi beskrive kurven ved en ligning af formenr = g(6). Man skal her
vaereopmaerksonpd, at mankun mabruged-vaerdier for hvilker > 0.2 Enkurve
er symmetriskomkring x-aksen hvis ligningenbliver uforandret,nar 6 erstattes

4Mangelommeregnerekandirektekorverteremellem(x,y) og (r, 8)pol-
SNogle lserebogsfortteretillader negative r, sa (—r, 8)pol = (1,6 — T)pel. Herved kan nogle
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Figur 2: Cirkel gennenorigo

af —0. Den er symmetriskom y-aksen,hvis ligningen bliver uforandret,nar 6
erstattesaf t— 6. Dener symmetriskom origo, hvis ligningenbliver uforandret,
nar @ erstattesf 6 — 1t

EKSEMPEL1.1
Enretlinie hari cartesisk koordinaterigningenx+y = 2. Find densligning i
poleerekoordinater

Lasning: Vedbrugaf (4) fasr cosB+r sin® = 2. Tegnlinien for atfaB-intervallet!

Man far
2

r=—o————1
cosd+sind
Man finderi gvrigt en symmetri,der ikke er omtalt ovenfor: Hvis 0 erstattesaf
%T[— 0, bliverr uforandretdasinusog cosinusbyttesom; derforer dersymmetri
omlinieny = X, i poleerekordinaterstralend = %n. O

1 3
—zn< 0< a7t

EKSEMPEL1.2
Findi poleerekoordinatedigningenfor cirklen medcentrumi (a,0) og radiusa.

smukle slgjfer beskrivessimplere.Til gengeelder det vansleligereat undersggehvornar to seet
poleerekoordinateestemmedetsammepunkt.
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Lasning: Af fig. 2 ses,atr = |OP| = 2|OA| = 2|OC| cosB. Dafigurenliggeri 1.
og4. kvadrantfas

r = 2acosh, —In<e<in
Symmetrienomkring x-aksenafleesesf, at udtrykket (og 6-intervallet) ikke aen-
dres,nar 0 skifter fortegn. O

Antag,atenkurve medligningenr = g(6) drejesenvinkel a omkringorigo.
Hervedvil punktetP med(r,8), blive drejetoveri punktetP; med(r, 8+ a)pqi.
For at P;’s polaerekoordinaterkan passé ligningen,ma vi treekke vinklen a fra.
Vi harfglgenderesultat:

Hvis en kurve med ligningenr = g(8) drejesvinklen a, regnetmed (6)
fortegn, safar dennye kurve ligningenr = g(6 — a).

EKSEMPEL1.3
Hvilkenkurve beskrvesvedr =sing, 0 < 6 < 1?

Lasning: Udtrykket kan omskrivestil r = cog6 — %T[). Af eksempell.2 med
a= % sesatderertaleomenencirkel medcentrum(0, %) og radius%. O

Vi skal nu senogleeksemplempa kurver, der beskrizesi polaerekoordinater
Vedkurvetggningenskalmanisaerveereopmaerksonpa, hvornarr = 0, ogomder
6-veerdier derskaludelukles,fordi r er negatv. Stgttepunkteplottesved,atman
for udvalgte 6-veerdierafsaetteidentilsvarender-vaerdiud ad stralen.l endel af
tilfeeldeneer r uforandret,nar 2 adderedil 6. | sa fald et det nok at angive et
B-interval af leengde2r, fx —t< B < teller0 < 6 < 21U

EKSEMPEL1.4
Skitserkurvenmedligningenr = 1 — cosB. (Denkaldeskardioiden)

Lasning: (Sefig. 3) Vi ser atradius\ektorvokserfra 0 til 2, nar retningsvinklen
vokserfra 0 til T, og aftagerfra 2 til 0, nar retningsvinklenvokserfra T til 21

Da udtrykket ikke aendresnar 6 erstattesaf 2rt— 6 (eller skifter fortegn), er der
symmetriomkring x-aksen Her er noglestgttepunkter:

1 1 1
0 0 e £33 5T £
1 1

Disseveerdierkanomregnestil decimalbrgkog evt. korverteredil cartesisk ko-
ordinaterpa enlommergner Omkring 8 = 0 gar kurvendirekteud fra origo, og
vi far en sakaldtspids Dette svarertil, at derer to halvtangenterder er ensret-
tede.(For almindeligetangenteler de modsatrettede.)Navnetkardioideskyldes
hjerteformen. O
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Figur 3: Kardioide

EKSEMPEL1.5
Vis, atr = | cos28| beskrizerenfirebladetrose.

Lasning: (Sefig. 4) Dererspidseffor r = 0, hvilketindtraefer for 6 = i%n, i%n.
Etenlelt “blad” fasfor —2m< 8 < 11, hvor r antageisin maksimaleveerdi1 for
6 = 0. Af (6) ses,at de andrebladefasved at dreje et helt multiplum af %T[ (se
fig. 4). Hvis numerisktgnetfiernedesaltsar = cos20, ville mankunfato blade,
dar < Ofor —3m< 6 < —Zmog 1< 6 < 31 (Med kurvetegningsprogrammer
dertillader negativer, ville manstadigfaalle fire blade.) a

EKSEMPEL1.6
(Archimedes’spiral.) Skitser kurvengivetvedligningenr = %6.

Lasning: (Sefig. 5) Defineretfor 8 > 0. r vokserjeevntsom funktion af 6 og
forggesmedTtfor hver omdrejning. O

EKSEMPEL1.7

Derergivetenellipsemedhalvaksera ogb = av/1— €2, hvor e erexcentriciteten.
De to breendpunkteer hhv. i origo og modsatrettet polaraksenFind ellipsens
ligning i poleerekoordinater



Kompleksgal m.m.

N

Figur4: Firebladetose

/

Figur5: Archimedes’spiral
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o &

Figur6: Ellipse

Lasning: (Sefig. 6) Lad P veereetvilk arligt punktpaellipsen,oglad braendpunk-
terneveereO og F. Af cosinusrelatione(R) fas

IFP|2 = |OPJ?+ |FO|?— 2|OP||FO|cogTt— 6),

som,dacellipsener defineretved |FP| + |OP| = 2a, og breendpunktsafstandem
2ea, blivertil
(2a—r)% =r? 4 4e?a® + 4reacosh,

derefterreduktionkanomformedtil

a(l—€?)

~ 1+4ecosh’ 0

Vedforskellige arvendelserfx arealbergning,harmanbrugfor atfinde skee-
ringspunkternanellemkurver beskrenei polaerekoordinater Her er der et pro-
blem, sommanikke har for cartesisk koordinatey nemlig at flere veerdieraf 6
giver sammepunkt.

EKSEMPEL1.8
Find skaeringspunkternmellemkardioidenr = 14 sinB ogcirklenr = 3sin®.

Lasning: (Sefig. 7) Idet 1+ sin® = 1— cog 6+ 3), erkardioidendrejet—3mud
fra deni eksempell.4. Pa naerfaktoren3 er cirklen deni eksempell.3 naevnte.
Vi seetterl + sin@ = 3sind ogfarsiné =  medigsninge® = $1, 21 Hervedfas
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v

Figur 7: Kardioideog cirkel

skaeringspunktern@, £1)p0 0g (3, 21)p0 elleri cartesiske koordinater(3v/3, 3)
og (—%\/§, %). Da beggekurver gar gennemorigo, er detteogsa et feellespunkt,
selvom mani ligningerneikke farr = 0 for de samme®-vaerdier Det er klogt
altid atlave enskitse,damanellersiet kanoversenogleskeeringspunkter [

EKSEMPEL1.9
Find skaeringspunktern@ellemArchimedes’spiralr = 6 og stralend = %n.

Lagsning: Det er ikke nok at indseetted = %n i r = 0, da addition af 2t giver
sammeretningsvinlel. (Tegn!) Vi ma altsa indseetted = Jm+ 2k, k= 0,1, ....
(Ingennegative 8, da® > 0 for spiralen.)Endvidereer origo faellespunktaltsa

: 11 5.1 9.1
origo, (3T 5Mpol, (3T, 5Mpol, (57T 5T)pols
eller pa cartesiskkorm

00, (0im, (©5m, (©3m, .. 0

OPGAVER

1.1. Angiv poleerekoordinaterfor fglgendepunkter:
(@) (0,~1), (b) (1,2), (©) (v/3,~-1), (d) (—V3,-3), (e) (- V&,V2).
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1.2. Nedensiendepunkterer sammerdldendeto og to pa naerto umage.Find sam-
menhaengen.

(@) (2,1)pol, (b) (0,1)por, © 3, %T[) pols  (d) (2, —117m)p0,
(€)(2,0)pol, ® (3, _%T[) pol»  (9) (0, T0)pol, (h) 3, %T[) pols
(I) (35 %1“) pols (J) (25 12”)|00|-

Angiv en ligning i cartesisk koordinater for hver af nedenstendeligninger i polaee
koordinater Angivkurvetypen.

1.3. rcosO =3,
1.4.r=1/sinb.
1.5. r = 2sin®6.

1.6. co£0 = sir’6.

1.7. rcosO = In2r +Insin®d.

Find de cartesisk koordinaterfor skeeringspunkternmellemfalgendekurver:
1.8. r=10gr =1+ cosb.
1.9. r=sinBogr =1/(2sin),
1.10. r =+/3cosB ogr = 1—sind.

1.11. Skitser grafenfor r = 2+ cosb.

1.12. Opstilligningeni poleerekoordinaterog skitsr grafenfor enseksbladetose.

1.13. Markér hvertaf defglgendeudsayn somSandteller Falsk:
a) Bortsetfra narx = 0, bestemmesetningsvinklerf vedtand = y/x.

b) De polaerekoordinatsaefri,01)pol 09 (r2,02)p0 bestemmedetsammepunkt, hvis
ogkunhvisry =r, 0g0; = 0,.

c) For et givet poleertkoordinatseefr, )0/ findesder kun ét cartesiskkoordinatseet,
derbestemmedetsammepunkt.

d) For enkurve beskreet ved ligningenr = g(8) er detnok at sepa 0 i intenallet
0<B<2nt

e) Amerikansle calculusbggetillader normaltr < 0.
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1.14. Skitsergrafenforr =1/(1— %cose). Hvilkentypekurve er det?
1.15. Skitser grafenfor r = 1/(1+ cos8). Hvilkentypekurve er det?

1.16. Lad/ betegneenretlinie, derikke gar gennenvorigo. Lad P betgneprojektionen
af origo O pa /. Vis, at hvis afstanderer d = |OP| og OP dannewvinklen a med
polaraksengsa er liniens ligning i poleerekoordinaterr = d/cog6 — a). (Vink:
Geometriskargumentellerdrejlinien x = d og beryt (6).)

1.17. Find ligningeni cartesisk koordinaterfor cirkleni eksempell.2.Bernyt dentil at
give enalternatv udledningaf r = 2acosf.

1.18. Udledellipseligningen poleerekoordinaterfra eksempell.7 ved at indseette el-
lipsensligning i cartesisk koordinater

1.19. (Lemniskaten.).ad A= (—1,0) og B = (1,0) i cartesisk koordinater Find lig-
ningeni poleerekoordinaterfor kurvenbestendeaf de punkterP, for hvilke |PA| -
|PB| = 1. (Vink: Beryt (2) ogopg.0.2.)

1.20. Enhyperbelharhalvaksernea og b = av/€? — 1, hvor e er excentricitetenBreend-
punkterneeri origo og pa polaraksenkind ligningeni poleerekoordinaterfor den
“venstre’grenaf hyperblen.

1.21. Lad0 < a< 1.Kurvenr = 1—acosB haretantallodrettetangenterderafhaenger
af a. Find sammenhaenge(Vink: Find (x,y) somfunktion af .)

1.22. (Logaritmiskspiral.) Vis, atkurvenbestemvedr = €® haruendeligmangevindin-
ger Hvor mangevindingerkan manpraktiskvise pa enfigur? (Tegn!)

2 Kompleksetal pa cartesiskform

De farstetal, manlaererom, er de naturligetal, altsa meengdeN = {1,2,3,...}.
Detre prikkerforteeller atderikke er nogetstgrsteal, og merepraecistudtrykkes
dettevedinduktionsaksiometN er lukketoverfor additionog multiplikation. For
altid atgaresubtraktionrmulig udvidermantil meengdelZ = {...,—2,-1,0,1,2,
... } afheletal. Divisionenfarmanmed(paneerdivisionmednul) i maengder® af
rationaletal. Differential-og integralregningkrae\er, atgreensewerganger mulig,
og hertil behgermanmaengderR af reelletal. Men stadiger derpolynomier der
ikke harrgdder fx x2 + 1.

For atlgsedetteproblemindfgrermanmeengderC af komplekseal, derom-
fatter alle talpar z = (x,y), hvor x,y € R. Vi kalderx denreelle del og y den
imaginaee del, og skriverx = R&(z), y = Im(z). Ofte afbildermanz = (x,y) i pla-
nenpasammemadesomenvektori R? ogtalerom denkomplekselan medden
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reelle og denimaginaereakse® Hvis Im(z) # 0, sigesz at vaereimaginaer. Hvis
yderligereRe(z) = 0, sigesz at vaererentimaginaer

Vi indfgreradditionog multiplikation af to komplekseal a = (a;,a2) ogb =
(b1,by) ved

a+b=(ag,a2) + (by,b2) = (ag+ by, a2+ by), (7)

ab= (ag,az)(b1,b2) = (auby — by, a1b2 + azhy). (8)
Hvis denimaginaeredel er nul, farman
(a1,0) + (b1,0) = (a1 +b1,0),  (a1,0)(b1,0) = (21,0,

hvilket berettigeros til at identificeresadannekompleksetal med de reelletal,
da der er isomorfi mht. addition og multiplikation. Vi skriver derfor (x,0) = x.
Specielter (0,0) = 0.

Det sesumiddelbartved ombytningeri (7) og (8), at den kommutativelov
geeldersavel for additionsomfor multiplikation, altsa

a+b=b+a, ab=ba
Ogsadenassociativdov geelderfor beggeregningsarteraltsa
(a+b)+c=a+(b+c), (ab)c = a(bc).

For addition fas loven umiddelbart,da den geelderfor de to dele hver for sig.
For multiplikation overladedevisettil lsesererfopg2.16).Endvideregeelderden
distributivelov

a(b+c) =ab+ac,

somvi nuvil bevise:

a(b+c) = (a1,a2)((ba, b2) + (c1,¢2))
= (ag,a) (b1 +c1, b2+ C2)
= (a1(by+c1) —ax(b2+c2),a1(ba+ c2) +ax(b1 +¢2))
= (a1b1 —aghy, a1by + azbl) + (a101 —apCy,a1Cr + azcl)
= ab+ac.

Da additionenforegar for hver del for sig, geelderdetteogsa subtraktionenHvad
angar division, skalvi for a # 0 lgseligningen

az=b <& (ag,a)(xy) = (by,bp),

bKaldesofte et Argand-diagranefter svejtserenJeanRobertArgand,selv om nordmanden
CaspaMesselar denfarste,derfandtpa det.Men hanpubliceredegpa dansk!
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dervha.(8) omformedil ligningssystemet
aix—agy = by,
apX+agy = by,

(9)

der har praecisén lgsning,da determinanterer a% + a%, somer ikke er nul pga.
forbeholdeta # 0. For lgsningerz = (x,y) skrivesz= b/a.

EKSEMPEL2.1

Lada= (1,2) ogb=(—1,3). Finda+b, b—a, abogb/a.

Lgsning: Vi fara+b=(0,5),b—a=(-2,1),ab=(-7,1),b/a= (1,1). (Opstil
og lgsligningssystemet9) svarenddil divisionen!) O

Det viser sig, at mankan undda talparnotationenhvis manindfarer den sa-

kaldtimaginaee enhed
i=(0,1).
Af (8) sesati? = —1. Hermedfarvi, atpolynomietz? + 1 harrodenz=1i. (z= —i
erdenanderrod.) Vi harnufor x,y € R
x+1iy = (x,0) + (0,1)(y,0) = (x,y).
Vi vil kaldebeggeskrivemader altsa
z=(Xy) =Xx+1iy

cartesiskform; i detfglgendebrugessaedwanligvis densidste.Man behgerikke
athusle (8) for at kunnemultiplicere,kun ati? = —1. For tallenei eksempePR.1
fas

ab= (142i)(—1+3i) = —1+3i —2i +6i2 = —7+1i.
For atlettedivisionenindfgrervi svarenddil z= x+iy denkomplekskonjugerede
z=X—Iy. Geometrisksvarerkomplekskonjugeringtil spejlingomkringdenreelle
akse Deter let at vise fglgendeegenskabeved komplekskonjugering:

atb=a+b, a—b=a-b, ab=ab, a/b=a/b, a=a (10)
Vi overladerpavisningentil leeseren(opg. 2.17) pa neerfor den midterste,for
hvilkenbevisetsersaledesud:
ab= (al -+ iaz) (bl -+ ibz)
= (a1b1 — axhy) +i(aibz + axbs)
= (albl — azbz) — i(albz + azbl)
(a1 —iap) (b1 —iby)

|
ol
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Leengderaf z= x+ iy, opfattetsomenvektori R?, kaldesmodulug(ellernumerisk
veerdi)og betegnes|z|. Vi har

12? =z22=x2+ Y.

Vi ernui standtil atbergynebrgkenb/a paensimpleremadeendvedat lgselig-
ningssystemef9). Vi forleengerbraken meddenkomplekstkonjugeredéil naev-

nerenDa
b ba ba

a aa [a
farreelnaevnerer detlet at finde denreelledel og denimaginaeredel af braken.
Vi illustrerermedet eksempel:

EKSEMPEL2.2
Beregnb/a for tallenei eksempeR.1vedbrugaf komplekskonjugering.

Lasning:

b_-1+8 _(-1+43)(1-2) 545 _, .
a 1+2 114 2i]2 5 T O

Sammendittendekan mansige,at manregnermedkompleksetal pa samme
madesommedrelle tal, idet man berytter denekstraregel i? = —1 og forlaen-
ger brgker med denkomplekstkonjugeredeil naevnerenDer er dog en undta-
gelse nemligreglen x| = x2. Faktiskgeelderaltid |22 # z%, medmindrez er reel
(opg.2.18).

OPGAVER

Angivfaglgendeudtryk pa cartesiskform (dvs.a+ib):
2.1. (14+2i)—(3—4i).
2.2. (243i)(—-1+5i).
2.3.i%,

2.4, (2+1)(3-1)(2—1)(3+1).

1
25 ——.
3-2

—17+7i

2.6. .
2+ 3i
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(31— 43)(75+ 61i)
(61— 75)(43+31)

V3+iv2
CV2+iV3

2.7.

2.8

Afbild nedenstendemaengdeaf z-vaedier i denkomplekseplan.
29. |7 <1.
2.10.0< |7 < 1.
2.11. |z—2i| > 2.
2.12. |z—i| = |z+1i].

2.13. Re(z%?’) —0.

2.14. |7? - 2Re(2)Im(2) = 0.

2.15. Markér hvertaf defglgendeudsan somSandteller Falsk:
a) Komplekseal z € C erdetsammesomtalpar(x,y) € R?.
b) Enafegenskaberneedkomplekseal er, atdekan opfattessomtalpar(x,y) € R?.

¢) Mankanikke divideremedet kompleksttal z= (x,y), hvis énaf delenex ellery
erlig nul.

d) Mankandivideremedetkompleksttal z= (x,y), medmindrebeggedelenex ogy
erlig nul.

e) Hvisz= —z saerzrentimaginaer
2.16. Vis, atdenassociatie lov for multiplikation af kompleksetal geelderaltsaa(bc) =
(ab)c.
2.17. Vis, atformlerne(10) for komplekskonjugeringgeelder
2.18. Vis, atfor kompleksetal geelderiz?| = 22, hvisogkunhvisz€ R.
2.19. Udledtrekantsulighedefor komplekseal:
|z = |2|| < |z + 2| < |za| +|22)-

(Vink: Beryt, atensidei entrekanter mindreendsummeraf deto andreog stgrre
enddereddifferens.)Hvornar kanderveerelighedstgn?
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3 Kompleksetal pa polaer form

Detkomplekseal z= x+ iy har, opfattetsomet punkt(x,y) i denkomplekseplan,
naturligvisogsa poleerekoordinaterVi siger at

Z= (I’, 9)p0|
erdenpoleee formaftallet. Sammenhaengeneddencartesisk form er givetved
z=r(cosB+isind). (11)

Vi skriver
r=1z, 0 =arg(z),

hvor |z| er dentidligereindfgrtemodulusog arg(z) kaldesargument Man kalder
ogsa denpoleereform for modulus-agument-formArgumentetrg(z) er kun de-
fineretpa naeret heltmultiplum af 21t (For z= 0 erdetheltudefineret.Vedhove-
dargumenteforstasdenretningsvinlel 8 = Arg(z), for hvilkken—1t< Arg(z) < 1t

EKSEMPELS.1
Angiv z= —1+i papoleerform.

Lasning: Moduluser |z| = v/2, ogfor agumentefastand = —1. Dazeri 2. kva-
drant,veelges = 31t Vi farz= (v/2, 31)p01. (Tegn!) O

Denpolaereform erikke megetbevendtvedadditionog subtraktion Derimod
erdennyttig ved multiplikation og division. Lad

71 = X1 +1iy1 = (r1,01)pol, 2 =Xp+iy2 = (2,02)pol-
Vi harda

212> = r1(cosB1 +isinB1) ro(cosh, +isindy)
= rir((cos81 cosh, — sinB; sinBy) +i(cosh1 SinB2 + sinB; cosHy))
=r1rp(cog01+ 67) +isin(B1+ 62))
= (r1r2, 01+ 62) 01,

hvor vi harberyttetto af additionsformlerne (3). Vi haraltsa
22| =z, agy(zz)=amg(z)+ag(z). (12)

Udtrykt somenregel harvi:
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||

Karg(z)

Figur 8: Et kompleksttal

Ved multiplikation af komplekseal multiplicerermanderesmoduliog
adderederesargumenter

(13)

Man bgrveereopmaerksonilertydigheden agumenterneHvis manfor z; ogz
angier hovedagumenternekanmanikke veeresikker pa, at manvedadditionfar
hovedagumentefor z;z,. (Overwej dette!)For divisionengaelderatw = z,/z; er
lzsningertil ligningenz;w = 2. Derfor fasaf (12):

2
V4l

- @, arg (E> = amy(z) —amg(z). (14)
|z V4l

EKSEMPEL3.2
Ladz; = /341, 2z = —1+iv/3. Berggn z12, 0g z,/z; vedat berytte polaerform.

Lasning: Vi har
7 = (27 %T[)pola L= (27 %T[)pola
ogfarderforaf (11)
212y = (4, 2M)po = —2V/3+ 2i,

22 1 .
Z_l == (17 ?T[)pm =1.
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Resultatekan ogsafasvedat berytte cartesiskorm.’ O

Multiplikationsreglen (13) er formuleretfor et vilkarligt antal faktorer selv
omvi formeltkun harvist denfor to faktorer At

|2125... 20| = |2&a]|Z2] - - . |za|, aW(z122...Zn) = amy(z1) +agy(z) + - - - +amg(z,)
geelderfor alle n € N, faslet ved et induktionsbeis. Er alle Zerne ens,far vi
potensrglen

2 =[2",  amg(Z")=nay(2), (15)
derfor z+# O kanvisesat geeldefor allen € Z.

EKSEMPEL3.3
Beregn (1+iv/3)3.

Lasning: Udtrykketkannaturligvisbergnesdirekte.Vi vil i stedetberytte polaer
form. For z= 1+iv/3 ermodulus|z| = 2, og for agumentefastand = /3. Daz
eri 1. kvadrantbrugesd = 31 Vi farz= (2, 31),q. Derforer 2 = (8,m) = —8.

O

Specielthar manfor |z = 1, altsA for tal pa denkomplekseenhedscirkl, at
z=(1,0)p01 = cOosB+isinB og herafz" = (1,n6),, = cosnb+isinnd, altsaharvi
vist de Moivresformel®:

cosnB +isinnB = (cosH +isind)". (16)

EKSEMPEL3.4
Udledformlerfor cos36 ogsin36.

Lesning: Vedbrugaf (16) fas

c0s30+isin30 = (coH +isind)3
= 0S8+ 3i cos' 0sind + 3iZcosOsin? 6 +i3sin’ o
= {c0S’0 — 3cosB(1— cos8)} +i{3(1— sir’8) sind — sin> B}
= (4coS’8 — 3cosh) +i(3sinB — 4sin°6)

Darealdelerng imaginaerdelestemmermverensfarvi formlerne

c0s30 = 4cos’6—3cosh,  sin30 = 3sinB—4sin®6. O

"Dette eksempebverbeviserdig masle ikke om fordeleneved denpolzereform; menventtil
du kommertil denbinomeligning!
8Abrahamde Moivre (1667—-1754)Omtrentligudtale:dgmu-a-vrg,@ somi gare.
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Vi skalnu sepa hvordanmanlgserdensakaldtebinomeligning:
'=w,

hvor w er et givet kompleksttal. Vi serbort fra dettrivielle tilfselde w = 0, hvor
kunz= 0 erlgsning.ldetvi seettew = (r, 8),01, Skalvi findez= (s,¢)po. Vi far

(8", ®) pot = (1, 8)po-

Damoduluser entydigtbestemtfass = y/r. Derimoder agumentekun bestemt
panaeret helt multiplum af 2m, s vi far

nd =0+2rk, kez,

ogdermed

¢:9+2—nk, ke Z.
n n

Vi farforskellige placeringei denkomplekseplanfork=0,1,...,n— 1, hvorefter
derer periodiskgentagelseDe forskellige lasningerer derfor

z=(r1/“,9+2—"k) , k=01,..,n-1 (7)
n - n /.,

De n Igsningerigger i denkomplekseplan somvinkelspidserne enregulaern-
kant.Vi vil kaldealle lgsningerner-tergddeiaf w.

EKSEMPEL3.5
Find detre tredjergddeaf 8i.

Lasning: Idet % = 8 = (8, 310),q1, €rl@sningerne z
(2, %T[) pol; (2, E‘gﬂ)pola (2, %T[) pol;
elleri cartesisk koordinater
V3+i, —V3+4i, -2

Reddernaidgarvinkelspidsernaf enensvinkletirekant(sefig. 9). O
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Re

Figur 9: Detretredjergddenf i

EKSEMPEL3.6
Find de sekssjettergddeaf —64, 0g angv dempa cartesiskorm.

Lasning: Papoleerform er —64 = (64, )0, hvorfor 2 = —64 harlgsningerne

Z= (\e/aﬁ T[+62T[k) |:(2a(_13T[+k'%T[)pola k:O’]"""S'
pol

De ligger alle pa en cirkel medradius2 og centrumi 0. Argumenterneer %n,
im 2m Lm 3w e Pacartesiskorm er redderne- medensammentraengtkri-
vemade— z = +2i,+v/3+i. Du er ikke feerdigmed detteeksempelfar du har
indtegnetrgdderne denkomplekseplan. O

OPGAVER
3.1. Angiv denpoleereform for fglgendekompleksetal:
(@) —i, (0) 1+1i, (c) vV3—1i, (d) —v/3—3i, (e) —v6+iv2.

3.2. Kornvertér falgendepoleereformertil cartesisk former:

@ (2 —%”)poh (b) (0, L)pol, (€) (5,5M)pol, (d) V2, %T[)poh (e)(2, %)T[)pol-
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3.3. Losligningenz* = —1.

3.4. Lgsligningenz* = —8+ 8V/3i.
3.5. Lgsligningen(z—1)* = 1.
3.6. Lasligningen(z+1)% = —8.
3.7. Find (3v/3+ 3)1%,

3.8. Find (1+i)%°.

3.9. Markér hvertaf defglgendeudsayn somSandteller Falsk:
a) For alle zerhovedagumentetArg(z) entydigtbestemt.
b) Foralle z# 0 erhovedagumentetArg(z) entydigtbestemt.
c) Dererensimpelformelfor additionaf kompleksetal pa polaerform.
d) Denpoleereform ervelggnetved potensoplaftninggg roduddragning.

e) Hvis (a+ib)®=8,shera’®+b? =4.

3.10. For hvilke kompleksetal zerz=1/2?
3.11. For hvilke tal zer 2 i 2. kvadrant(Re(z) < 0, Im(z) > 0)?
3.12. For hvilke tal zer 22 i 2. kvadrant?

3.13. Lad s= sin1&. Vis, at sin54° = 3s— 4s® = c0s36°, og dermedat s tilfredsstiller
ligningen4s® — 282 — 3s+1 = 0. Find sin1&°.

4 Det komplekseandengradspolynomium

Vi serfgrstpaligningen

Z=w,

hvor w = u—+iv er et kompleksttal. Ved at skrive w pa poleerform, altsa w =
(r,0),01, kanvi finde deto lgsningevedat tagekvadratrodaf modulusog halvere
amgumenteilgsningen(17) til denbinomeligning medn = 2). Her skalgivesen
andemmetode.

For w reel, altsa w = u, kendervi i forvejenresultatetFor u > 0 er der de
reellelgsningerz= +/u, for u= 0 erderénlgsningz= 0, ogfor u < 0 erderde
to rentimaginaerdgsningerz = +i/—u.
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Vi antagerernaestat w erimaginaer altsa v # 0. Vi seetterz = x+ iy, og da
72 = x? —y? + 2ixy, farvi vedatidentificerereelledelefor sig ogimagineeredele
for sigligningerne
X2 — y2 =u, 2Xy=\V.

Da vi antog,atv # 0, ma ogsa x # 0 og y # 0. Vi finder af den sidsteligning
y = v/2x, somvedindsaettelsé denfarsteefteromformninggiver

x4—ux2—v—2:0

Detteer enreel andengradsligningx? meddiskriminantu? 4+ v2 = r2, hvor r er
modulusfor w, altsar = |w|. Vi farx? = 2(uir) Da |u| < r (huskv # 0), giver
x? = 1(u—r) ingenlgsning,idetx? ikke kanvaerenegativ. Af x2 = (u+r) fas

r+u
X=24/——
2 7

Vv \Y I’—U

y= = [
r+u \7
+2
2

hvor vi har forleengetbraken med /r —u og beryttet [v| = v/v2 = v/r2 — 2. Vi
indfgrerfortegnsfunktioner{for reelletal)

X 1 for x> 0,
sign(x) = [l {

og dermedvedindsaettelse

1 forx<O,

og far, dafortegnenehgrersammengdeto Igsningettil 2 =w=u+iv

z:i<\/T+|S|gn(v)\/?). (18)

Vi bemeerkr, at for v= 0 kanvi ogsa brugeformlen, hvis vi negligerersign(v),
daentendenreelleeller denimaginaeredel forsvinder

EKSEMPEL4.1
Vi gnsleratlgseligningenz® = 3— 4i.

Lasning: Damoduluserr =+/9+ 16= 5, giverformel (18)

e
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Vi sernu pa dengenerelle&komplekseandengradsligning
aZ+bz+c=0,

hvor a, b og c erkompleks&onstantermeda # 0. Vi berytterdensammanetode
somyved lgsningaf denreelleandengradsligningiemlig kvadatudfyldning Da
metodener vigtig, skal beviset gentageder. Vi seettera udenfor parentesog
opfatterz? somdetenekvadratledog bz/a somdetdobbelteprodukt.Vi udfylder
meddetandetkvadratled(b/2a)? og far

b\2 b?
a22+bz+c:a(z+—) —— +c.
2a 4a

Vi indfarerdiskriminanterd = b? — 4ac p& sammemadesomfor reelletal og far

ligningen
s PY_d
2a)  4a?’

Narto komplekseal harsammekvadrat fglgerdetaf (18), atdeentener enseller
ensmedmodsatfortegn, sa

b Vvd
T S
Z+2a 2a’

ogvi farsammedgsningsformesomfor denreelleandengradsligning

L —b++vd

d = b?— 4ac.
2a

| modseetningil for reelletal er v/d ikke veldefineretdaligningenz? = d harto
Ilgsningey hvorafingenseerligtkan fremhaees. Dettegiver dog ingenproblemer
her, pa grundaf atderstar + i formlen.Vi set atvi i detkompleksetilfeeldealtid
far té) forskellige radder bortsetfra tilfeeldetd = 0, hvor z= —b/2a er dobbelt-
rod.

EKSEMPEL4.2
Lasligningen
(3—i)Z—(9—3i)z+10=0.

9Egentligburdemanikke brugenavnetdiskriminanti detkompleksdtilfeelde,dad ikke diskri-
minerermellem,om dererraddereller ej, somi detreelletilfaelde.
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Lesning: Vi far d = (9—3i)2 - 40(3—i) = —48— 14i med modulusr =
VA8 + 142 =50,sa

Vi (\/50;48_i\/50-|2—48> 7).

Derforerlgsningen

(1—1)(3+1) P
_ (9—-3i) £ (1-7i) _ 2 o
2(3—1) (2—|—|)5(3+|) C14i _
EKSEMPEL4.3
Lagsligningen

iz’ +(1+)Z2+1=0.

Lgsning: Vi opfatter farst udtrykket som en andengradsligning z%, medd =
(141)2—4i = (1—i)2 Vi far

o —pra-i) [ -1
N 2i N i

Forz2 = —lerz=+i, ogfor 22 =i erz=4+(1+i)/Vv2. Vi far defire radderi
fierdegradspolynomiez = i, —i, 3v/2(1+1), - 3v2(1+1). O

OPGAVER

Lasfalgendeandengadsligninger
4.1. 248 =0.
4.2. 2 =80+18.
43. 2=3+1V3i.
4.4. 72 -22+5=0.
45. Z2—(1+i)z+i=0.

4.6. 22— (1+i)cz+ic?2 =0, hvor c € C ergivet.
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4.7. 2 —(2+5))z—9+7i =0.
4.8. \/322—9z+7/3+3i=0.

4.9. Markér hvertaf defglgendeudsan somSandteller Falsk:
a) For kompleksetal z er kvadratroden/z veldefineret.
b) Enandengradsligningaraltid mindsténkomplekslgsning.
¢) Enandengradsligninparaltid mindsténimaginaeigsning.
d) Enandengradsligninparaltid to forskellige kompleksdgsninger

e) Til lzsningaf ligningenz? = w er deti nogletilfaelde bedstat brugeformel (18), i
andretilfeeldeformel (17).

Lasfalgendeligninger og afbild lasningrnei denkomplekselan:
4.10.2-32-4=0.

4.11. 2-22+2z=0.

4.12. 2+32-4=0.

4.13. 2 (1+8))Z2+8i =0.

4.14. Findfejleni fglgendebevis” for, atl = —1:

1=V1=+/(-1)(-1) =v-1-V-1=i-i=i?=-1.

5 Detkompleksepolynomium af n'te grad

Lad

P(2) = e+ 12" 1+ -+ CrzZ+ Co,
hvor ¢, C1,...¢h € C 0gc, # 0. For eta € C farvi vedpolynomiersdivision, der
forlgberpa sammemadesomfor reellepolynomier

P(2) = (z—)a(2) +r,
hvor kvotientenq(z) er et polynomiumaf (n— 1)'te gradogrestenr € C. Vi seg
at p(a) =r, altsa detfor reelle polynomiervelkendteresultatata errodi p(z),
hvisogkunhvisz—a garopi p(z).
Hvadandar eksistenseaf reddergeelderderalgebraensfundamentalsaetning
der siger at ethvert komplekstpolynomium(af gradn > 1) har mindstén kom-
pleksrod1° Hvis a errod, gar z— a op, og vi kan arvendesaetningerigen pa

OFgrstbevisti 1799af C.F. Gausg1777-1855).
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kvotientpolynomiety(z). Salededortsaettesindtil vi narnedtil 0'te grad,hvorfor
vi altid kanskrive

pP(z) =cCn(z—0a1)(z—az)...(z—ap).

Hvis nogleaf a’erneforekommerfleregangetalervi om multiple redder

Et andetspggsnal er, hvordanmanfinderradderneFor n = 2 harvi allerede
lgst problemet.Der findesogsa formler for rgdderi tredje- og fierdegradspoly-
nomier, hvor lgsningernéndeholdetkvadrat- kubik- og fierdergddet! Derimod
er detkun i specielletilfeelde muligt at opstille en tilsvarendeformel for femte-
gradspolynomiet? Hvis manikke behger de eksaktevaerdier kanmanaltid ved
numerisle metodeffindergddernanedenforeskresenngjagtighed.

EKSEMPELS5.1
Find regdderne
p(2) =2+ 72 +2iz+2i.

Lasning: Vi serumiddelbartvedindsaettelseat z= —1 er rod. Derfor gar z+ 1
op. Ved polynomiersdivision omskrivestil p(z) = (z+ 1)(z>+ 2i), og de andre
raddererderforz= +(1—1i). O

Ved mangearvendelserfx reguleringsteknikfar manbrug for at finde kom-
pleksergddertil polynomiermedreellekoefiicienter altsa

p(2) = an" +an_ 12" 1+ +ayz+ag,

hvor ag,as,...an € R oga, # 0. Antag,atzp = Xp +iyo errod, altsa p(zp) = 0. Vi
farvedindseettelse

anZ)+an 1Z) '+ +azo+ap=0.

Vi komplekstkonjugererdenndigning og berytter formlernez; + zo = 71 + % og
10 =7-2:
anZ)+an 12 T+ +a1Zo+a9 =0.

Denneligning viser, atogsazg = Xg — iyo errod. Vi harvist:

Hvis et polynomiummedreellekoeficienterharenimaginzerod, saer
ogsa detkomplekstkonjugeredeal rod.

(19)

YFormlerneer ikke mereindviklede, end at vi godt kunnetagedemmed, hvis vi havde en
lektionmere.
?Detteblev bevisti 1826af af dennorske matematiler Niels Henrik Abel (1802—1829).
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EKSEMPELS.2
Opstiletreeltpolynomium,derharrgddernel og 2 +i.

Lasning: Da2+i errod, maogsa2— i veererod. Derforkanvi bruge
(z—1)(z—2—i)(z—2+i) = (z— 1)(Z — 4z+5)
—A-52+97-5. -
EKSEMPEL5.3
Findrgdderne polynomiet
p(z2) =32 - 72 +8z-2.

Lasning: Hvis der er enrationalrod, altsa z= a/b, hvor a/b € Z, og brgken
er uforkortelig, gaelderder denregel, at a gar op i det konstanteled, og b gar
op i koeficiententil leddetaf hgjestgrad (se opg. 5.14).1 vort tilfeelde far vi
mulighederne= +1,+2 ogb = +1,43, altsdz= i%, i%, +1,£2. Vi garprowe
ogstartermedz = £3:

1 1 7,8

Dervarbid, idetz= § errod. Derfor garz— 3 og (for atundga braker) 3z— 1 op.
Vedpolynomiersdivisionfas

p(2) = (32— 1)(Z—2z+2).
For 22 —2z+2erd = —4,s4z= 1+i erredder Sammerdittendeer rgdderne
z=3%1+i,1-1i. O
EKSEMPEL5.4
Findrgdderna polynomiet
p(2) = Z*— 82+ 277 — 382+ 26,
idetderoplysesatz= 1+ errod.

Lesning: Dal+i errod,er1—i ogsarod, hvorfor (z—1—i)(z—1+i) =2 —
2z+2 magaop. Vi findervedpolynomiersdivision, at

p(2) = (Z—22+2)(Z - 62+13).

For 22 — 6z+ 13 erd = —16, sa rgdderneer z= 34+ 2i. De fire radderer altsa
z=14i,1—i,34+2i,3—2i. 0
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OPGAVER

Find redderndil fglgendepolynomier:
51. 2+z.
5.2. 2-372+3z+7.
5.3.2-32+32-3z+2.
5.4. 2437 4.
55.2+12+42+1.
5.6.128—(8+i)2+8.

Find rgdderndil fglgendepolynomiermedenrod opgivet:
5.7. 2-3iZ2—-4z+2i, z=ierrod.
5.8. 2 (1+8i)22— (23+8i)z—33+48, z=—3errod.
5.9. 2~ 1272+ 6222 — 14+ 125, z=2+ierrod.

5.10. 2 -62+112-10z+2, z=1—ierrod.

5.11. Markér hvertaf defglgendeudsayn somSandteller Falsk:

a) Huvis et polynomiummedkompleksekoeficienterharenimagineerod, s erogsa
detkomplekstkonjugereddal rod.

b) Etkomplekstpolynomiumaf n’te gradharaltid n forskellige redder

c) Etkomplekstpolynomiumaf n'te gradharaltid n raddey hvis hver rods multipli-
citettages betragtning.

d) Hvis manfor etvilkarligt fierdegradspolynomim medreellekoeficienterkender
enrod, kanmanved at berytte dettenotatsmetoderfinde alle redderne.

e) Hvis manfor etvilkarligt fierdegradspolynomim medreellekoeficienterkender
enimagineerod, kanmanvedat berytte dettenotatsmetoderfinde alle redderne.

5.12. Afbild reddernetil polynomietz’ + z i den komplekseplan. Vis, at de danner
sammemgnsteisomfemmererpa enterning.

5.13. Angiv etsjettggradspolynomiumhvisrgdderafbildeti planendanneisammengn-
stersomsekserema enterning.

5.14. Antag,atp(z) = a,2"+ - -- + a1z+ ag harheltalligekoeficienter ogatz=a/b € Q
erenrod (skrevet somuforkortelig brgk). Vis, ata| ag ogb | a, (“|" betyder‘gar
opi”). (Vink: Indszetog forleengmedb". | hvilke led gar a automatiskop?)
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6 Denkomplekseeksponentialfunktion

Vi skalnu definereexp(z) = € for z € C. Vi startermedtilfeeldet, hvor z er rent
imagineeraltsaz=i0, 6 € R. Vi definerer

é® = cosB+isind. (20)

Dennedefinition maikke veerei konflikt meddentidligere indfarte definition af

denreelle eksponentialfunktio®®, x € R. Det enestesammendild fasfor 6 = 0,

hvor €2 = &” = 1, somdenskal. Vi vil gernebevare sd mangeegenskabewred

eksponentialfunktionesommuligt. Vi serfarstaf (20), ate® for alle 8 € R ligger

paenhedscirklenz] = 1 i denkomplekseplan, hvorfor €° # 0. Endvideregaelder
potensrglerne

gb1g02 _ (61162) 7 (21)
% _ ) (22)
("= nez. (23)

Disseformler udledessimpeltud fra (13), (14) og (15), idet der geeldere® =
(1a e)p0|'

Dernzestlefineresiengenerellekomplekseeksponentialfunktioe?, hvor z=
x+iy. Da € og €Y alleredeer defineredepg vi gernevil have potensrglerne
bevarededefinerewi

& = 'éY = &¥(cosy+isiny).
For overgangtil poleerform harvi heraf
&= ex—l—iy = (exay) pol- (24)

Ved at berytte formlerne(21), (22) og (23) samtde tilsvarendeformler for den
reelleeksponentialfunktiorgller direkteud fra (24), fas,at de seedanligeregne-
regler geelder:

gogz, S _ga (@od? nez
7 e22 bl 7 *
Vi serspecieltate™ = —1, somomformestil 13
d™+1=0. (25)

I3Nogleopfatter(25) somdensmuklesteformeli matematiklen,dadensammenkptterdefem
vigtigste matematisk konstanterAndre har ikke sansfor denslags.Ligesomnogle gleedersig
over skanhederaf ennyudsprungemageskv, medensaindrekun serpa, hvor megetgavntammer
skovenkanproducere.
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Vedat gavia denpolaereform serman,at denbinomeligning af n’te grad
'=w
harfaglgenddgsninger(svarenddil (17))

z:\”/Wexp{i(&r(]W)Jrk-z—")}, k=0,1,...,n—1, (26)

n

Specieltharligningenz” = 1 somlgsningerden enhedsrgdder
W/ k=0,1,....n—1.

En vigtig egenskabved eksponentialfunktioneer, at dener sa let at diffe-
rentiere,svarenddil atdener lgsningtil ensimpeldifferentialligning.For at ge-
neraliserdil denkomplekseeksponentialfunktiomndfarervi begrebetkompleks
funktion af enreelvariabel.For f : R — C seettewi

£(t) = fa(t) +ifo(t)

hvor f1, fo : R — R. Vi siget at f erkontinuert,hvisbadef; og f, erkontinuerte.
Endvidereat f er differentiabel hvis bade f; og f, er det,ogi safald definerer
vi differentialkwtienten

/(1) = f1(t) +ify(t).

Detsesumiddelbartat f'(t) = Ofor allet € R, hvisogkunhvis f eren(kompleks)
konstantfunktion. Endvidereharvi de seedanligedifferentiationsrgler

(f+9'=f+d, (cf)'=cf’, (fg)=1f'g+fd.
Denfgrsteformel bevisessaledes:

(f+9)' ={(fi+a) +i(f2+02)} = (fi+91) +i(f3+ )
= (fi+ify) + (g1 +igs) = f'+d'.
Densidsteformel kreever mereregneri(seopg.6.8),0g denmellemstefassomet
specielttilfeelde af densidste.
Vi er nuredetil at differentieree®, hvor c = a+ ib er enkomplekskonstant.
Vi far
e _ E(eaI cosht + ie™ sinbt)
dt dt
= (a€” cosht — be™ sinbt) +i(a€® sinbt + be cosht)
= e&®{(a+ib) cosbt + (—b+ia)sinbt}
= (a+ib)e™ (cosbt +isinbt)
=ce.
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Vi hardermedvist, ate® differentieregpé seedanlig madeog tilfredsstiller diffe-
rentialligningenZ = cz Specieltmedrentimaginaereksponenfar man

d jet _ ot
ae‘ =iwe™.

Denneformel er centralfor elektriskkredslgbsteorihvor derindgar modstande,
spolerog kondensatoref?

EKSEMPELG6.1 .
Find differentialkwtientenaf f (t) = e?'(3+it).

Lasning: Vedbrugaf produktrglenfas

f/(t) = 21 ¥ (3+it) +ie? = X1(7i — 21). 0

OPGAVER

Find differentialkvotieten af falgendekompleksdunktioneraf enreelvariabel:
6.1. f(t) =cost+ilnt.
6.2. f(t) = (¢ —2it)3.
6.3. f(t) =€'cod.

6.4. f(t) =el2+t2_j).

6.5. Markér hvertaf defglgendeudsayn somSandteller Falsk:

a) Fordenkompleksesksponentialfunkbn geeldederstortsetdesammeaegnergler
somfor denreelle.

b) Detersimplereatgafraudtryk paeksponentialforntil poleerform endtil cartesisk
form.

c) Den komplekseeksponentialfunktio differentierespd sammemadesomdenre-
elle.

14E|ektroingenigrehar tradition for at bruge j for denimaginaereenhed,da de brugeri for
strgmstyrlen.
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d) (Sombekendtkanlogaritmendefineressomdenomwvendtefunktion af eksponen-
tialfunktionen.)Denkompleksdogaritmelnz erfor z+# 0 entydigtdefineretved

w=Ilnz & z=¢€".

e) Enmulig definitionaf komplekslogaritmeer

Inz=In|z|+iArg(z), z#0.

6.6. Vis, atendrejningmedvinklen a omkring origo kanbesknvesved multiplikation
medetkompleksttal. Angiv tallet.

6.7. UdledEulers formler:

eie + e—ie eie _ e—ie

0= inB = e
co ) sin 5

6.8. Vis vedat separealdelogimagingerdefor sig, atproduktrglen (fg)' = f'g+ fd
ogsa geelderfor enkompleksfunktion af enreelvariabel.

6.9. Vis udenat separealdelog imagineaerdefor sig, at kvotientreglen

(5) -5
g 0?

ogsa geelderfor enkompleksfunktion af enreelvariabel.

6.10. Vis, at f(t) = € tilfredsstiller differentialligninge f”(t) + c?f(t) = 0.

6.11. Envekselstrgnkanbeskrvesved| = Acogwt +¢), hvor A eramplitudenw vin-
kelhastighedelfv = w/2rmt er frekvensen)og ¢ er faseforsidningen.Vis, at hvis
mansuperponerefadderer}o vekselstrammened sammeuw, fasigenenveksel-
strammeddettew. (Vink: Seetcoswt + ¢) = Re(é(“+9)); deter dagligrutine for
elektroingenigremderdognormaltlader‘Re” veereunderforshet.)

7 Homogenelineaere differ entialligninger

Vedenhomogerlinezerdifferentialligningaf n’te ordenforstasendifferentiallig-
ning af formen

hvor a, # 0. Hvis derimodnullet pa hgjre side er erstattetaf en given funktion
g(x), sigesdifferentialligningenat veereinhomaen (se afsnit 8). Vi vil i dette
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noteseefintageat ag, ay, ... ,an er konstantereelletal, nar intet andetnaevnes).
Ved en Igsning forstas en funktion y = y(x),1° der indsati (27) giver et sandt

udsagnVi indfgrerdenelementaar differentialopeator D = —, saaltsa

dx
d

Vedarvendelsef D flere gangefasaflededeaf hgjereorden,alts

d\* dky
k K
Dy= (d_x> _W_y()'

Vi kanabenbarskrive (27) pa formen
anD"y+an_1D" Yy + ... 4 a1 Dy+agy = 0.
Vi indfgrerdetkarakteristiske polynomium
p(r) = anr"+an 1™ Y+ +ayr +ao,

og bemeerkr, at endifferentialligningaf ordenn har karakteristiskpolynomium
af gradn. Hvis manerstattedenvariabler medoperatorerD, far manenlineaer
differentialopeator

p(D) = anD" +an_1D"Y + ... + & D + ay,
og kankort skrive (27) paformenp(D)y = 0.16

EKSEMPEL7.1
Angiv differentialoperatoreng detkarakteristisk polynomiumsvarenddil tred-
jeordensdiferentialligningen

1 13
Y-y - =Y ~3y=0,
Lagsning: Vi har

p(D)=D*-1D?- D -3,
p(r):rS_%rZ_%Sr_3’ d

I5petervigtigt, at manforstar forskellen pa funktion og funktionsveerdihvorfor mani denele-
menteeraindervisningoftestskrivery = f(x) for atmarkereforskellen.Noglepuristervil forlange,
atmanblivervedmeddet.

16De sammepuristervil forlange,at hvertled indeholderenoperatorDet sidsteled ag skali s&
fald erstattesf agl, hvor | er denidentiske operator
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Day ngdwendigvisma veeren gangedifferentiabelfor at kunnevaereenlgsning,
kanvi opfatte p(D) somenafbildning (transformation)

p(D):Q)\—UL‘,

hvor F er vektorrummetaf reelle (eller komplekse)funktioner af en reel vari-
abell” og D\ er underrummetaf n gangedifferentiablefunktioner Det er nu
afgerendeatlinearitetenaf differentiationerD medfarerat p(D) erlineaer altsa

p(D)(y1+Y2) = p(D)y1+ p(D)y-,
p(D)(ay) =ap(D)y,
(seopg.7.27).Vi kanderfor opfattedenfuldsteendigdgsningtil p(D)y =0 som

nulrummetfor differentialoperatorep(D). Detgeelderdetvigtige resultatatnul-
rummethardimensionlig ordenenaf p(D), altsa

(28)

For enhomogerinezerdifferentialligningaf n’te ordenudggrdenfuld-
steendigégsninget vektorrumaf dimensiom.

(29)

Bevisetfor, atdimensionemmindster n vil fremga af restenaf detteafsnit. At den
hgjstern, vil detfgrefor vidt at bevise her.

Vi skalaltsafor atlgse(27)finden linezertuafheengigéasningenys, yo, . ... , Yn.
Dissema veereenbasisfor lasningsrummeta denfuldsteendigéasningbliver

y = C1y1(X) + C2Y2(X) + - + Cayn(X),
hvor ¢y, Cy,. .., C, erarbitraere konstanter

EKSEMPEL7.2
Angiv denfuldsteendigégsningtil differentialligningen

y'-y=0.

Lasning: Vedindseettelse ligningensesdirekte,at badey = e ogy = e X er
lgsningerDe erlineaertuafhaengigegdadeikke er proportionalgvis det!). Derfor
er denfuldsteendigégsning

y=ci€'+ce . O

YFor funktioneny = y(x) vil vi altid antageat x er reel, hvorimod det kan veereen fordel i
mellemregningerneat betragtey somkompleks,ogsa selvom mankun er interessereit Igsninger
medreelley.
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For at tagehul pa problemetmed, hvordanmani almindelighedgser(27),
praver vi, om der eventueltskulle veereen Igsningaf formeny = €%, hvor r er
et reelt (eller maslke komplekst)tal. Da der geeldery’ = ré* og meregenerelt
y(K = kg farvi vedindseettelse

anr"e* +a, rVeX 4. are*+agd* =0,
Enlidt mereavanceremadeat skrive detsammepa er, atdaD*e’* = rke’*, ma
p(D)e™ = p(r)e”,

somsaskalseettesig nul. Da€’ ikke er nulfunktionen(faktisker denaldrig nul),
far vi altsa en lgsning,hvis og kun hvis p(r) = 0, altsar errod i detkarakteri-
stiske polynomium.Vi er nui standtil atlgsedifferentialligningeyfor hvilke det
karakteristisk polynomiump(r) harn forskellige relle redder

EKSEMPEL7.3
Lagsdifferentialligningen eksempel’.1.

Lasning: Ved at multiplicere polynomietmed 2 far man, at r skal veererod i
polynomiet
2r3 —r2_13r -6,

derharheltalligekoefficienter Kandidatettil rationalergdderer +1, +2, +3, +6,
i%, i%. Ved at prgwe sig frem, eventueltmed polynomiersdivision efter den

forstesuccesserman,atrgdderneerr = —2, 3, —%. Denfuldsteendigeasninger
da

1
y =16 X+ cre¥ 4 cze 2% O

Denomhyggeligelaeservil efterat have gennemrgnetdetteeksempestille fal-
gendespggsnal: Kanvi veeresikrepa, atdetre eksponentialfunktionesr linezsert
uafhaengigesa de udspaendeet tredimensionaltgsningsrumDet var jo let nok,
hvis derkunvarto, dadeikke er proportionalet® Men hvad medtre?

For atsikre os,at n forskellige eksponentialfunktionardspaendeet n-dimen-
sionaltrum, vil vi visefglgendeseetning:

SATNING7.4
Hvis tallenerq,ro, ... ,ri alle er forskellige, sa er eksponentialfunktionerng,
g2 ..., €Xlineaertuafthaengie.

18En omhyggeligleesetharalleredegjort det,derstari parentes eksemper.2.
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Bevis: Vi farerbevisetindirekteog antagerat derer lineaerafhaengighedSa ma
enaf eksponentialfunktionernesereen linearkombinationaf de foregaendeLad
denm'te vaeredenfarste,detsker for:

@ = g ... 4oy @m X,
Detteskullegernefgretil enmodstrid.Vi differentierer:
rm€™ =cir €™+ 4+ cm1rm 1™

Dernaesimultiplicerervi denfgrsteligning medry, og subtraheredensidstefra
den.Efter ensmuleomordningfar vi

Ci(rm—r1)€% 4 4cm 1(rm—rm 1)€™>* = 0.

Da €™ er antageiat vaeredenfgrsteeksponentialfunktiongler er en funktion af
deforegaendesksponentialfunktionema disseveerelineaertuaftheengigealtsa er
alle koefficienternei ovenstenddigning nul:

Ci(rm—r1) =---=Cm-1(frm—"rm-1) =0.
Darn erforskellig frarq,... ,rm—1, Macy = ... = cm—1 = 0, hvoraffase™ = 0
vedindseaettelse denfgrstnaevntdigning i beviset.Og deterjo klart enmodstrid,
sahermeder denlinesereuafthaengighedtableret. [ |

Hvis det karakteristiske polynomiump(r) harimaginaeregdder er der intet
problem,hvis manertilfreds medenkomplekslgsning.Ogsa saetning?.4 geeldey
daderintetsteds bevisetgar nogetgalt, nar derer tale om kompleksesksponen-
tialfunktioner (Koefficienternebliver naturligviskomplekse.)

EKSEMPEL7.5
Lasdenkompleksddifferentialligning

y" +y' + 2y’ + 2iy =0,
hvor Igsningsrummeskal besh af komplekseunktioneraf enreelvariabel.
Lasning: Det karakteristisk polynomiumer

p(r) = r3+r242ir +2i.

Vi har alleredefundetrgdderne = —1,1—1i, —1+1i i eksempeb.1. Derfor er
lgsningen

y= cle*X + Cze(17i)x_i_ Cse(fl-i-i)x
= 1€ "+ Cce¥(cosx — i sinx) + cze *(cosx+ i sinx),

hvor c1, ¢, 0g cs erarbitreerekompleksekonstanter O
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Ved mangearvendelserer koefficienternei (27) reelle,og maneri sidste
endeinteressereitreellelgsningerDet er dogenstorfordel at kunnebrugekom-
pleksetal i mellemrgningerneDa detkarakteristisk polynomiumharreelleko-
efficienter kan vi berytte (19). Hvis r = a +ip er rod, geelderdette ogsa den
komplekstkonjugerede = a — if3. Vi hardermedet todimensionalunderrumaf
lgsningsrummet:

y= AdO+iBX 4 gda—iB)x
= A (cosBx+ i sinPx) + BE™(cosPx — i sinpx) (30)
= (A+B)e®*cosPx+i(A— B)e**sinfx

Vi kannuveelgedearbitraerekompleksekonstante”A og B, sac; = A+Bogco, =
i(A—B) bliverarbitraerereellekonstantememligA = 3(c1 —icz), B= 1(cy+ic2).
Hervedfarvi dereellelgsninger

y = C1€™* cosPBX + ™ sinpx.

Altsaharvi vist;

Hvis enhomogeninezerdifferentialligningmedkonstanteeellekoef-
ficienter har de imagineerergddera £ i3 i det karakteristisk polyno-

mium, sa er derdeto linezertuafhaengigégsninger

e™ cospx, ™ sinfx.

(31)

EKSEMPEL7.6
Find denfuldsteendigeeellelgsningtil differentialligningen

ddy _d% _dy

Lasning: Det karakteristisk polynomiumer
p(r) =3r3—7r2+8r—2.

Vi hari eksempeb.3 fundetrgdderne = % 1+i og1l—i. Derforerdenfuld-
steendigeeellelgsning

1 .
= 163" + coe¥ cosx + c3e8sinx
)

hvor c1, ¢ 0g c3 erreellearbitraerekonstanter O
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EKSEMPEL7.7
Find denfuldsteendigeeellelgsningtil differentialligningen

v _8y” 1 27/ — 38/ + 26y =0.
Lasning: Det karakteristisk polynomiumer
p(r) =r*—8r34+27r2 38 +26.
Vi hari eksempeb.4fundetradderne = 1+i, 3+ 2i. Derforerdenfuldsteendige
reellelgsning
y = C1€°COSX+ Co€* sinx+ c3e™ cos2x + e sin2x. O

Der er endnuen situation,vi manglerat behandle nemlig multiple radderi
detkarakteristisk polynomium.Safar vi ikke nok eksponentialfunktione#™ il
atudspaendéasningsrummetVi far brugfor enhjeelpesaetning:

HIJAELPESATNING .8
For differentialopeatoren (D — r)™ gaelderat

D-n"xe¥) =0, j=0,1,...,m—1
Bevis: Vi arvenderfarstD —r éngang:
(D—r)(xe*) = %((xie”) —rxleX
= XXX —rxie*
= jx~teX,
Da et polynomiumq(x) er linearkombinationaf shdannex! og D —r er lineger
falger det, at hver gangmanarvenderD —r pa et udtryk af formenq(x)€’*, gar

gradenaf polynomietq(x) énned.Hvis D —r arvendedlere gangeend polyno-
mietsgrad,forsvinderpolynomiet,og manfarnul. [ |

EKSEMPEL7.9
Lagsdifferentialligningen

y" —6y’'+12/ —8y=0.
Lasning: Det karakteristisk polynomium
p(r)=r—6r2+12r—8=(r-2)3

har den tredobbelterod 2. Da p(D) = (D — 2)3, kan vi skrive differentiallig-
ningenpa formen (D — 2)3y = 0. Af hjeelpesaetningeses,at &, xe* og x?e>
er lgsninger og da de er lineaertuafhaengigdvis det!), far vi denfuldsteendige
lgsning

y = C16% + Coxe + caxPe™. O
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Vi ernui standtil atangve formenaf denfuldsteendigégsningfor alle homo-
genelineaeredifferentialligningemrmed konstantekoeficienter Ifalge algebraens
fundamentalseetnin@eside26) kandetkarakteristisk polynomiumskrives

p(r) = an(r —a1)™(r—oa)™2...(r—oy)",

hvoraq,as,...,ax erforskelligeradderog my, mp, . .. ,my erdetilsvarendemulti-
pliciteter. Derernuafggrendeatraeklefglgenyi neevnergdderne, erligegyldig.
For envilk arlig rod a medmultiplicitet mkanvi skrive densidstog far

p(r) =a(r)(r—a)™,

hvor q(r) eret polynomiumaf gradn— m, derikke hara somrod. For dentilsva-
rendedifferentialoperatoharvi

p(D) = q(D)(D — o)™

Daoperatoreanvendesagleensservi, athvis (D — o)™y = 0,saerogap(D)y =
q(D)0 = 0. Vi kanderforarvendehjeelpesaetningeog far, at for hverrodr med
multiplicitet m er derlgsningerne

gX, xd*, xeeX, ..., x™lgx

Hvis mansammentdtterdisselgsningerfor alle radder far mani alt n lgsninger
Man kanvise,atdeer lineaertuafhaengigeé? shmanfar enbasisfor lgsningsrum-
met. En eventuelovergangfra komplekseil reellelgsningevil ikke volde noget
problemfor leeserederikke er staetaf endnu.

EKSEMPEL7.10
Lagsdifferentialligningen

y(5) i 3y(4) + 3y1// _ yll -0
Lasning: For detkarakteristisk polynomiumfas
p(r) =r®—3rt+3r3—r2=r2(r - 1)3.

Dar = O erdobbeltrocbgr = 1 tredobbeltod,fasdenfuldstaendigdasning(husk,
ate™ = 1)
Y = C1 + CoX+ Ca€* + CaX€* + Cox°€". 0

19Jey kunnegodtgive et bevis her; mendadensamledescorefor tekniskveerdiog kunstnerisk
veerdierfor lav, vil jeg undladedet.
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EKSEMPEL7.11
Lagsdifferentialligningen

) + 3y +ay” —ay —4y=0,
idetderoplysesaty = e *sinx erlgsning.
Lasning: Det karakteristisk polynomiumer
p(r) =r>+3rt+4r3—4r — 4.

Da e *sinx er denimaginaeredel af e(~1t)X mar = —1+i, og dermedog<a
r = —1—i, veerergdder Derfor gar polynomiet

(r+1-i)(r+1+i)=(+1)>%+1=r2+2r+2
opi p(r). Vedpolynomiersdivision fasfaktoriseringen
p(r) = (r=1)(r’+2r +2)%
sa denfuldsteendig&kompleksdgsninger
y = A&+ Bd 1% 1 cel 10X | pxd 1+ 4 Exe 1

Nar differentialligningerhar reellekoeficienter ma detvaereet rimeligt krav, at
vi angiver dereellelgsninger Ved at behandleB og C, hhv. D og E, pa samme
madesomA og B i formel (30) — eller ved at sige, at for enkomplekslgsninger
baderealdelerfor sig ogimaginaerdelerfior sig lasninger(hvorfor, detgeelderjo

ikkei eksempel.5?)-farvi denfuldstaendigeeellelgsning

y = C1€° 4 Cre X coSX 4 C3€ ¥ SinX + C4XE X COSX+ C5XE X SinX. 0

Vi kan ogsa ga denandenvej og lade nogle lgsningerveeregivet. Vi skal s
konstrueralifferentialligningenTo eksempleillustrererdette:

EKSEMPEL7.12
Opstilenhomogerineeerdifferentialligningmedkonstante&koeficienteraf lavest
mulig orden,derharlgsningerng/ = € ogy = xe *.

Lasning: | detkarakteristisk polynomiummar = 1 vaererodogr = —1 dobbelt-
rod, altsaer
p(N=(r—D(r+1%=r3+r2—r—1.

Differentialligningerer
y'+y —y —y=0. -
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EKSEMPEL7.13
Opstil en homogenlineeer differentialligning med reelle koefficienter af lavest
mulig orden,derharlgsningernee* og xe X cos2x.

Lgsning:r =1 mavaeremindsttredobbeltrod i detkarakteristisk polynomium.
Da xd~1t2)X har den andenangine Igsning som realdel,mér = —1+ 2i og
r = —1— 2i veeredobbeltraddethvorfor

(r+1-2)(r+14+2)=(r+1)2+4=r24+2r+5
garto gangeop. Det karakteristisk polynomiumer
p(r) = (r —1)3(r?+ 2r +5)2.
Derfor er differentialligningeraf syvendeorden:
(D-1)3(D?+2D+5)%y=0.

Hvis manorker det(eller haradgangil computeralgebra) kanmanmultiplicere
detteud. Man far differentialligningen

Y +y® 5y 12y 4 3" 29y 4 55y — 25y = 0. O

Enbestemtgsningi Igsningsrummektanspecificerevha.sakaldtebegyndel-
sesbetinglser. Hvis differentialligningerer af ordenn, erdern arbitreerekonstan-
ter, og deresveerdierkanfastleeggesed

y(xo) =bo, Y(x0)=b1, ..., Y"Y(x0)=bn 1.

Vedindseettelsé udtrykket for y og densaflededeasn linesereligninger medn
ubelendte.Man kan vise, at ligningssystemetsnatrix altid er ikke-singulagrsa
derer praecisgenlgsning.

EKSEMPEL7.14
Lasbegyndelsesveerdiproblemet

y" -7y +8y —2y=0,
y(0)=10, y(0)=5, y'(0)=3.

Lasning: Differentialligningerer allereddgsti eksempell.6.Vi har

1 )
c1e3”* + cref cosx+ czef sinx,

y

1
y = 1c163% 4 €% (cosx — sinx) + cz3€*(sinx+ cosx),
}/I

I
Ol Wik

1 .
c1e3* — 2c,e8 sinx + 2c3€* cosx.
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Vedindsaettelsaf begyndelsesbetingelserfigs

ci + ©C = 10,
%Cl + ¢ + ¢c = 5
ic1 + 23 = 3,

medlgsningernc; = 9, ¢, = 1, c3 = 1. Derforfas
1, .
y = 9e3” + €‘(cosx+ sinx). O

Det skal til sidstnaevnesat da Newtons andenlov indeholderacceleratio-
nen,der er enandenafledepptreedeiandenordendifferentialligningersaerdeles
ofte ved fysiske og tekniske arvendelserl bygningsstatikkn beskrivesbjeelkers
udbgjningvedfjerdeordenglifferentialligninger

EKSEMPEL7.15

Et lod medmassenm haengei enfjeder, hvis masseneggligeres.En lodrety-akse
indleegges(Tegn!) Ifglge Newtons andenlov geelderfor den samledekraft F,

somloddetpavirkesmed,at F = my.20 Idet origo er anbragti loddetshvilestil-

ling, er der dermedkompenserefor tyngdekraftenlfalge Hookes lov2 bliver
loddettrukket tilbage mod hvilestillingen med en kraft —ky. Endvidereantager
vi, atloddetbremsesnedenkraft proportionalmedhastighederaltsa —cy. Vi far

derforF = —ky — ¢y, altsa denhomogenalifferentialligning

my+cy+ky = 0.

Af fysiske grundeerm,c,k > 0. Lad fx m= 1kg, ¢ = 2kg/sek,k = 65kg/sek =
65N/m. Dadifferentialligningen

y+2y+65 =0
harkarakteristiskpolynomiumr? -+ 2r + 65 meddekompleksegdder—1+ 8i, fas
y=cie 'cos8t + coe tsindt.

Antag, at loddettil tident = O treeklesud i en afstandlm og far et treekmed

20vij berytterfysikernegradition (somstammerra Newton) medatladeprikkeroveretsymbol
beteynedifferentiationmht. tiden.

21RobertHooke (1635-1703)Somkuratorfor The Royal Societylavedehanhveruge3-4nye
demonstrationeaf fysiske faanomener
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Figur 10: Deempetsvingning

hastighederY m/sek,altsa at begyndelsesbetingelserme y(0) = 1, y(0) = 7. Vi
farlgsningen
y = € '(cost + singt).

Ved at opfatte parentesersom skalarprodukimellem (cos8t, sin8t) og (1,1) =
(V2, 200, far Vi

_at 1 i inl
y = e V2(cosBt cosim+singtsinim),

altsaifglge (3)
y=v2e'cog8t—1im).

Der er tale om en deempetsvingning med eksponentieltaftagendeamplitude
V2e ! (sefig. 10).

OPGAVER

Angivdenfuldsteendig lasningfor falgendedifferentialligninger:
7.1y =2y
7.2. ay +by=0, aogb reellekonstanter
7.3.¥Y'+7y +10y=0.



7. Homogendineaeredifferentialligninger 45

d?y _dy
.
o2 6OI +7y=0.

75,y +(1—i)y —iy=0.
du  du

7.6. dtz_lod — 2L

7.7.y'+4y +5y=0.
7.8. 4" +12/ +9y=0.
7.9.y" -6y’ +1ly —6y=0.
7.10. 27" — 27y +-9y —y = 0.
7.11. (D*+8D?+25D + 26)y = 0.
7.12. y" —13y" 4+ 55/ — 75y = 0.
7.13.y —4y" 18y — 8y +4y=0  (y= e sinxerlgsning).
7.14. y* 1 ey" + 17y" + 28y + 20y = 0.
7.15. (D3 -6D?+ 12D — 8)(4D? — 8D +5)y = 0.

7.4.

Angivenhomaendifferentialligning medreellekoeficienter der har deangivnefunktio-
ner somlgsninger:

7.16. x.

7.17. cos3x.

7.18. &, .
1.

7.19. € 2%singx.

7.20. 2,XCOSX.

Lasfalgendebagyndelsesvadiproblemer:
7.21.y =2y, y(1)=2.
7.22.y'+5/ +6y=0, y(0)=2,y(0)=
7.23.y'—4y +5y=0, y(0)=2,y(0) =
7.24.y"=2y", y(0) =2,y(0) =3,y'(0) = 4.
7.25.y" -3y'"+3y —y=0, y(0)=1,y(0)=0,y'(0)=1
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7.26. Markér hvertaf defglgendeudsan somSandteller Falsk:
a) Denfuldsteendigdasningtil endifferentialligningudggretunderrumaf .
b) Denfuldsteendigeagsningtil enlineserdifferentialligningudgaretunderrumaf .

c) Denfuldsteendigégsningtil enhomogerinezerdifferentialligningudggretunder
rumaf F.

d) For enhomogenrinezerdifferentialligningmedkonstantekoeficienterfar manre-
ellelgsningevedattagerealdelog imaginserdeaf de kompleksdgsninger

e) For enhomogenineardifferentialligningmedreellekoeficienterfar manreelle
lgsningevedattagerealdelog imaginaerde&f dekompleksdgsninger
7.27. Gennemfabevisetfor (28),idet p(D) antagest veereaf formenaD? + bD +c.
7.28. Vis, atenn’'teordendhomogenineeerdifferentialligning
any" +an_1y ™Y 4+ agy +agy =0,
vedsubstitutionerne
Yo=Y v1=Y, ¥2=VY, .., Yao1=y""

kan omdannedil n farsteordensligne. Lady = (Yo, Y1, ,Yn—1). Vis, at hvis
y = y(x) skrivessomensgijlevektor, s geelderderenmatrixligningy’ = ay. Find
matricenA.

7.29. Antagi eksempel7.15,at m = 1kg og k = 65N/m holdesfast.Hvor storer den
mindsteveerdiaf c, for hvilken der ikke forekommersvingninger(kritisk deemp-

ning).
8 Inhomogenelineaere differ entialligninger

Ved eninhomogerlineeerdifferentialligningaf n’te ordenforstasen differential-
ligning af formen

any(n) + %,1y(n_1) +--+ay +agy = 9(x), (32)

hvor a, # 0 0gg = g(x) erengivenfunktion. Vi vil stadigantageatap,ay, ..., an
erkonstante(reelletal, narintetandethaevnes)Vha. differentialoperatoren

p(D) = anD"+ay 1D + .-+ a1D + ay,
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somer indfart pa side 34, kan (32) kort skrives p(D)y = g. Vi vil kaldeg = g(x)
hajresiden ogsa selvom differentialligningerfarstskalomordnedidt, for atden
kanfaformen(32). Et pareksemplebelyserdette.

EKSEMPELS8.1
Undersggpm falgendefire differentialligningerkan skrivespa formen(32)

y//_1_3 1,0 _

2 27 T %0
Y +y =¢,
y' —1+3y=4y,
4y +e*—y'—3y=0.

Lasning: Denfarsteligning kanomskrivestil

VAR VUE - VIRE V)

og er derforhomogen(Faktisk er dennaevnti eksempelr.1.) Den naesteer ikke
engandineeer dadenubelendtefunktiony = y(x) forekommerkvadreretDe to
sidstnaevntemformesdtil hhv.

y' =4y +3y=1, (33)
y' — 4y + 3y = (34)
og harderforhgijresideihv. 1 og e O

Vi skal nu se, at hvis manblot kenderénlgsningtil (32), kan manlet finde
samtligelgsningervedatlgsedentilsvarendehomogendigning (27). Vi vil finde
etudtryk for envilk arlig lgsningy = yinn(X) til deninhomogendigning, altsa for
hvilken

P(D)Yinh = 9-
Vi antageratvi alleredeharfundetenlasningy = yyan(X), hvor vi kalderyp,: en
partikuleerlgsning?? Der geelderaltsa

p( D)ypart =0.

Da p(D) erlineser fasvedsubtraktion

p(D) (yinh - ypart) =0.

22ypart er ikke finereendde andre;partikuleerlgsningbetyderblot en eller andenlgsning,som
vi paenellerandenméadeharfundetfrem til.
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Herafses,at yinn — Ypart €1 I@Sningtil dentilsvarendehomogendigning (27), der
ogsa kanskrives p(D)y = 0. Idet envilk arlig lgsningtil (27) kaldesynom, kanvi
derfor skrive Yhom = Yinh — Ypart, altsa

Yinh = ypart+ Yhom: (35)
Vi harvist, atderikke erandrelgsningettil (32) enddem,derharformen(35). At
derikkei detteudtryk er falske lgsningersermanvedat ggrepra\e:

P(D)Yinh = p(D)Ypart+ P(D)Yrom=9g+0=g0.

Vi hardermedvist fglgendefundamentaleesultat:

Man far denfuldsteendigdgsningtil eninhomogerinezerdifferential-
ligning vedtil enpartikuleedgsningat adderedenfuldsteendigégsning
til dentilsvarendehomogenadifferentialligning.

(36)

EKSEMPELS8.2

Lasligningerne(33) og (34).

Lasning: Dadifferentialkwotientenaf enkonstaner nul, sermanumiddelbartved
indseettelseat (33) harenkonstanipartikuleergsning,nemligy = 1. Hvadandar
(34), kunnemanfa denlyse idé, at der maske kunneveereen lgsningaf formen
y = A&, hvor A er enforelgbigukendtkonstant S& kanmannemligindseetteng
se,ommankanféetsandtudsagnDay = 2Ae* ogy’ = 4AeX, farman

AAE™ — BAS 4 3AE™ = &

derefterdivisionmede® Igsedil A= —1, altshery = —e* enpartikuleeigsning.
Den homogendigning er i beggetilfeelde y’ — 4y + 3y = 0 med karakteristisk
polynomiumr? — 4r + 3, derharrgddernel og 3, sadenhomogenédasning? er

yhom - Clé( + Czesx.
Derfor er denfuldstaendigégsningtil (33)

y=1+c1€+ce™,
ogtil (34)

y=—e+ e+ e

Leegi gvrigtmeerletil, athvis hgjresiden (34) vare*, skulledermeresnedighed

til. Day = A€ uanseveerdieraf konstante erlgsningtil denhomogendigning,
kandenikke samtidigvaerelasningtil deninhomogendigning.?4 O

23Egentliglgsningertil dentilsvarendenomogendigning.
24\/edandengennemlaesningeddu sikkert, hvad du sa skal gere,seopgave 0.6.
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Nar mansomi ovensdendeeksempehar sammehomogendigning og for-
skellige hgjresiderkan mandannenye inhomogendigninger ved at kombinere
hgjresiderneAntag, atvi skallgsedifferentialligningen

p(D)y = a101 + a20, (37)

hvor a; og a, er konstanterog vi alleredekenderpartikuleerelgsningey hvis
hgjresidener g1 = g1(X) eller g2 = g2(X). Lad nemligy = y1(X) og y = y»2(X)
opfylde p(D)y1 = g1 0g p(D)y2 = g2. Saery = ary1(x) +azy2(x) lgsningtil (37),
idetderpga.linearitetenaf p(D) geelder

P(D)(awy1 + azy2) = a1 p(D)y1 + a2 p(D)y2 = @191 + axgp.

Vi harvist detsakaldtesuperpositionsprincip

Nar man dannerlinearkombinationeraf hgjresider er lgsningernede
tilsvarenddinearkombinationeraf de oprindeligelgsninger

(38)

EKSEMPELS8.3
Lagsdifferentialligningen

y' — 4y + 3y = 6+ 2%

Lasning: FraeksempeB.2 vides,at hvis hgjresidervar 1, ville y = % vaereen
partikulaerlgsning,og hvis hgjresidervar €, ville y = —e? vaereen partikuleer
lgsning.Altsaernu

y=6(3)+2(—*) =2—2¢*
enpartikuleergsning.Derfor erifglge (36) denfuldsteendigégsningtil dengivne

ligning
y=2— 26+ c1e+ cre™. O

Vi skal nu se pa en systematiskmetodetil Igsningaf (32), nar hgjresiden
g = g(x) eraf enbestemtype,nemlignarg erlgsningtil enlineaerhomaendif-
ferentialligningmedkonstantekoefficienter Vi antagerat der er et polynomium
q(r), saderfor dentilsvarendelifferentialoperatoq(D) geelderatq(D)g = 0. Vi
indfgrerad hoc-begrebettilladt funktionfor sadanneunktionerg. Der ertaleom
eksponentialfunktione€®, ogsa for imaginaerer = a + i, hvilket svarertil de
reellefunktionere® cosx og e™* sinpx. Sadanndunktionerkanvaeremultiplice-
redemedx!, hvor j eretikke-nayative helttal, altsa udtryk af formen

xigX, xle™cosPx, xe™sinBx, j=0,1,...
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(Bemaerkatfor r = 0 farmanblot xi.) Endviderdinearkombinationeaf sadanne,
hvilket dog ogsa kan klaresvha. (38). | eksemplern&.12o0g 7.13harvi setek-
semplerpa, hvordansadannepolynomierq(r) kan konstrueresHer er flere ek-
sempler:

EKSEMPELS8.4

Angiv for falgendefunktionerg = g(x) et polynomiumqg = q(r) medreelleko-
efficienter 4 q(D)g = 0: (a) g1(X) = €¥, (b) g2(X) = cos2x, (c) ga(x) = xe™%,
(d) ga(x) = x2eXsin2x, (e) gs(X) = tanx.

Lasning: | tilfeelde (a)err = 3,saq,(r) =r — 3 (svarendeil differentialligningen
y —3y=0).For (b) err = 2i, aqge(r) = (r — 2i)(r +2i) = r2+ 4. For (c) skalr =
—1 veeredobbeltrodsa gz(r) = (r +1)2. For (d) skalr = —1+ 2i veeretredobbelt
rod, sa vi far sjettegradspolynomiety(r) = {(r +1—2i)(r+1+2)}3 = {(r +
1)%2+4)}3. (Bemaerkatvi ikke harspildt tiden pa at gangepolynomietud, dadet
vaesentligerragdderneng dereanultiplicitet.) For (e) erderikke taleom entilladt
funktion, sa gs eksistereikke. O

For tilladte hgjresideig = g(x) kanvi i kortfattetnotationformulereproblemet
saledes:

Find y i p(D)y=g, hvor q(D)g=0.

Vi vil arvendedifferentialoperatoreq(D) pabeggesideraf deninhomogendig-
ning. Vi far
q(D)p(D)y=a(D)g=0,

hvorfory = y(x) erlgsningtil denhomaeneligning

d(D)p(D)y=0. (39)

Vi haraltsa
p(D)y=g = q(D)p(D)y=0,

menimplikationspilengar ikke denandervej, sa (39) indeholderfalske Igsninger
til p(D)y = 0 Faktiskindeholder(39) badelgsningerndil denhomogendigning

p(D)y= 0, Igsningettil deninhomogendigning p(D)y = g og falske lgsninger®

Men da alle lgsningertil (39) er med, kan vi ved at ggreprg\e finde, hvad de
arbitreerekonstantei lgsningsudtrykket for (39) skal veere.Vi illustrerermeden

reekle eksempler

25Man kunnekalde(39) revl og krat-ligningen!
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EKSEMPELS8.5
Angiv denfuldsteendigégsningtil deninhomogenadifferentialligning

Y +y —2y =12

Lasning: Dap(r) =r2+r—2=(r—1)(r+2) ogq(r) = r — 2, harpolynomiet
q(r)p(r) reddernel, —2 og 2, saq(D) p(D)y = 0 harlgsningen

y = 16" + cpe~ 2 + cze?.
Da Yhom = C1€° + C26~ 2, prevervi medyp,: = Ae?. Vedindszettelséas
(D24 D —2)(Ae”) = 12¢%,
A-(22+2-2)e* = 126,
hvorfor A= 3, Sa Ypart = 3e. Ifglge (36) er denfuldsteendigéasning

y =36+ c16+ coe X O

EKSEMPELS.6
Lasdifferentialligningen

y' =2y +y=10e *cosx.

Lesning: Vi harp(r) = r>—2r + 1= (r — 1), og dae"*cosx er denreelledel
af el=2+)x ogq(r) skalhave reellekoeficienter er

A(r) = (r+2—i)(r+2+i) = (r+2)2+ 1.

Det er ikke ngdwendigt at reducereudtrykket for q(r), og det ville veaerespildt
arbejdeat gangefjerdegradspolynomiet

a(rp(r) = {(r+1)?+1}(r—1)?

ud, davi blot berytter, atr = 1 er dobbeltrodogr = —1+i er komplekstkonju-
geredagdder Lgsningertil differentialligningerskalfindesblandt

= 185+ Cox€ + c3e X cosx+ e~ X sinx
)

og dadeto farsteled giverdenhomogenédgsning,kanvi opstillefalgenderegne-
skemafor enpartikuleedasning®

28Erfaringenviser, at noglestuderendéar vanslelighedemedsadanndifferentiationerLeeg
et stykke papir over udtrykkenefor y ogy”, og berggn demselv. Brug dentid, derer ngdwendig
for atfa detleert.
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y = Ae Zcosx + Be Zsinx 1
y = (—2A+B)e cosx+ (—A—2B)e"Zsinx | -2
y' = (3A—4B)e Zcosx+ (4A+3B)e sinx 1

hvor vi harsortereteddend udtrykkenefor y ogy”, og hvor tallenetil hajrefor
stregenangier, hvilkenlinearkombinationder giver venstresidemf differential-
ligningen.Derfor fasvedindseettelse

(8A—6B) e cosx+ (6A+ 8B) e *sinx = 10e” % cosx,
somgiverligningssystemet
8A—6B—10, 6A+8B=0,

medlgsningenA = ¢, B= —3. En partikuleerdgsninger

Yoart= 2€ 2 cosx— e #sinx,
og denfuldsteendigégsninger
y= g 2 cosx— 2e Zsinx+ 16" + Coxe. O

Ud fra disseto eksemplekunnemantro, at manikke behgwer at spekulere
pa, hvadq(r) er, og blot “geette”pa enpartikuleedgsning,der“ligner” hgjresiden,
altAypar = A i eksempeB.509 Ypar = Ae 2 cosx+ Be~ > sinx i eksempe8.6,
idet manhusler at fa badecosinusog sinusmedi det sidstetilfaelde. Der er dog
problemermed multiple radder navnlig nar der er feellesradderi p(r) og q(r),
somdefglgendeto eksemplewiser.

EKSEMPELS8.7
Lgsdifferentialligningen
y' — 6y + 9y = 4.

Lasning: Detkunneveerefristendeat prave medyp, . = Ae*: mendeter dgmttil
atmislykkes.ldetp(r) =r?—6r+9= (r —3)?, er

3X X
Yhom = C1 € + Coxe™,

og en funktion kan ikke samtidigtveerelgsningtil denhomogeneng deninho-
mogendigning. Heller ikke Ypa = Axe* dueraf sammegrund.Et inspireretgeet
er Yoo = AX?e™. Lad os argumentereor, atvi kan veeresikker pa, at det giver
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resultat:Da p(r) = r>—6r +9= (r—3)20gq(r) = r — 3, err = 3tredobbeltrod
i q(r)p(r). Derfor malgsningernesggeslandt

c1e™ + coxe™ + caxle™,

ogdeto fgrsteled udgardenhomogenédasning.Derfor macs # 0 enpartikulzer
lzsning,og vi far derfor ved at treekle den homogenedel fra, se (36), ogsa en
partikuleerdgsningaf formenypa. = Ax2e™. Vi far regneslemaet

y = Ax2e> 9
y = A(3X%+2x)e* | -6
y' = A(9C + 12x+2) e* 1

| linearkombinationerangiettil hgjrefor stregenforsvinderleddenemedxe® og
x2e3, savi far

2Ae> = 4e¥
Vi harA = 2, S ypae = 2x2€¥, og dermeder denfuldsteendigéasning

y = 23%e> + c1e¥ 4 coxe. 0

EKSEMPELS8.8
Lasdifferentialligningen
y' + 4y = sin2x.

Lasning: Vi har p(r) = r? + 4, og da hgjresiderer denimaginaeredel af €%, er
ogsaq(r) = r2+4. Vi farvha.q(D)p(D)y = 0, atlgsningerneer blandt

Y = €1 COS2X + C2 SIN2X + C3XCOS2X + C4XSiN2X,

hvorafdeto farsteled giver denhomogenédasning,savi altsafor denpartikuleere
lzsning skal multiplicere differentialligningenshgijresidemed x og husle at fa
cosinusmed.Vi farregneslemaet

y = Axcos2x+ Bxsin2x | 4
y = Ac0os2x+ Bsin2x+ 2Bxcos2x — 2Axsin2x | 0
y’ = 4B cos2x — 4A sin2x — 4Axcos2x — 4Bxsin2x | 1

ogdermed
B cos2x — 4Asin2x = sin2x,

AA = —1, B=0.Hermeder yp. = —3xcos2x, sadenfuldsteendigégsninger
y = —£XCOS2X+ C1 COS2X+ C2 SIN2X.

Detteeksempekanogsa lgseskomplekst,seopgave 0.18. O
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De bemeerkningederstar paside42 om begyndelsesbetingelsayaeldeufor-
andreddor inhomogenadlifferentialligninger Vi illustrerermedet eksempel.

EKSEMPELS8.9
Lgsbegyndelsesveerdiproblemet

y'+3y +2y = 24xée¥,
y(0) =1, y(0)=-1
Lasning: Idet p(r) = r2+3r+2= (r+1)(r +2) ogq(r) = (r —2)%, serman,at
Yhom = C1€ X+ coe %,
og atdermavaereenpartikulaerngsningaf formen
Yoart = A€ + Bxe™.
Vedindseettelséar manA = —1, B = 2, sadenfuldsteendigeégsningbliver
y = —+ 2xe + cre X + e
Veddifferentiationfas
y = 4xe™ — cre ¥ — 206 .
Vi indseettex = 0i deto udtryk og far
Ci+Cr=2, —C1—2C = -1,
hvorafc; = 3, co = —1. Derforerdensggte@sning

y=—e>+2xe¥ + 3 ¥ —e X =

OPGAVER

8.1. Angiv for fglgendefunktionerg et reelt polynomiumg, sa q(D)g = 0. (a) =¥,
(b) sin3x, (c) x2e¥*, (d) e*cos2x, (e) x'e*sin2x, (f) sinxcosx, (g) cosX,
(h) sin(x?).

Angivdenfuldsteendig lgsningtil falgendedifferentialligninger:
8.2. Yy +4y=e*.
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8.3. Y +dy=e%
8.4. y +4y=1(e”+e*). (Vink: Losfarstopg.0.20g0.3.)
8.5. y' — 7y + 12y = 2%,
8.6. y' —4y +3y=¢€"
8.7. '+ 3y +2y=x2+3x+1.
88.y'+3y'+3y +y=eX
8.9. v — 7y + 12y = 150sin3x.
8.10. y + 2y = 25xcosx.
8.11. y" — 2y’ 4+ 2y = 25xsinx.
8.12. y' — 2y = —4%2.

8.13. Y + 2y = 10sir? .

Lasfalgendebagyndelsesvadiproblemer;
8.14. y —y= —2sinx, y(m =-1.
8.15.y' —4y +3y=¢*, y(0)=1,y(0)=0.
8.16. y' —3y' 4+ 2y = 2¢*cosx, y(0) =0,y (0)=0.

8.17. Markér hvertaf defglgendeudsayn somSandteller Falsk:

a) Nar man har lgst differentialligningenq(D) p(D)y = 0, sa kan man umiddelbart
angve lgsningertil differentialligningenp(D)y = g.

b) Lasningaf differentialligningemy(D) p(D)y = 0 kanberyttestil atlgsedifferenti-
alligningenp(D)y = g.

c) Metodeni detteafsnitkanaltid brugestil atlgseen differentialligningaf formen
p(D)y=g.

d) Udfralgsningetil p(D)y=g; ogtil p(D)y = g, kanmanlet konstruerdasninger
til p(D)y =019 .

e) Udfralgsningettl p(D)y = g; ogtil p(D)y = g» kanmanlet konstruerdgsninger
til p(D)y=01+0z.-
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8.18. LaseksempeB.8vha.denkomplekseeksponentialfurtion. (Vink: Hgjresiderer
denimagineerealel af e, Pravmedypart = Axe, hvor A er enkompleksarbitraer
konstant.)

8.19. Antag,atr =rg ikkeerrodi polynomietp(r). Vis, atdifferentialligningerp(D)y =
€ hary = €/ p(rg) somen partikulaengsning.

8.20. Antag, atr = ro erensimpelrod i polynomietp(r). Vis, at differentialligningn
p(D)y = €° hary = xd®*/p/(ro) somen partikuleerlgsning.(Vink: Lad p(D) =
q(D)(D —ro).)

8.21. Vis, aty +ay= g(x) hary = e [ é®g(x) dx somen partikuleergsning.
8.22. (Fortseettelse Angiv for x > 0 denfuldstaendigégsningtil

y_y:§

<
8.23. (Fortseettelse Angiv denfuldsteendigdgsningtil

1
Y=o

FACITLISTE

1. a: (1,—3Mpo, b (V2,3 ol C: (2, — 2T, d: (2v/3,—3M), €1 (2V2,
2Mpo-- 1.2 a+d,b+g, e+j, f+, ¢,h. 1.3 x=3.1.4 y=1.15 Cirklenx?+
y>=2y. 1.6 y=4x 1.7 y=3€. 1.8 (0,1), (0,—1). 1.9 (3,3), (—3,3).
1.10 (0,0), (3v/3,—3).1.12 Fxr=|cos66|. 1.13 FFSFS1.14 Ellipse.1.15
Parableny? = 1—2x. 1.19 r = /2cos26. 1.2Q r = a(e? — 1)/(1 + ecosd),
—a <8 <a,hvorcosa = —1/e. 1.21 2for0<a< 3, 4for 3 <a<1,3for
a=1.1.22 Kunca.3 vinding!

2.1 —2+6i.2.2 —17+7i.2.3 —i.2.4 50(brugz=z?).2.5 2+ &i.
2.6 —1+5i.2.7. 1.2.8 26— ii. 2.9 Enhedscirklskiveni denkomplekse
plan.2.10 Sammeudprikket. 2.11: Punkterudenfor cirklen med centrum2i
ogradius2. 2.12 Denreelleakse.2.13 do.2.14 Linien gennemorigo med
haeldningd5°. 2.15 FSFSS.

3.1 a: (1, —3mpon, b: (V2,210 pois C: (2, — 2T poi, d: (2v/3,—2T)p01, €1 (2V/2,
2Mpo- 3.2 a:V2—iv2,b:0,c: —5,d: —1+i,e:-1-iv/3.3.3 3v2(£1+i)
(alle fire). 3.4 +(v/3+i), £(1—iv3). 3.5 2,1+i,0,1—i (seetw=z—1).
3.6 -3,iV/3, —iv/3.3.7: (1,100- £m)po = —3 + 3+/31. 3.8 -1024.3.9. FSFSS.
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3.10 |z} =1.3.11 Sektorerégmn< 6 < smog3in< < 3m3.12 in<o< inm
M<O<m 3In<B< 3n3.13 3(V5-1).

4.1 2-2i,-2+2.4.2 9+i,-9-1.43 £(3v3+3i).4.4 1+2i,1-2i.
45 1,i.4.6 c, ic.4.7 3+2,-1+3i.48 2/3-i,/3+i.4.9 FSFFS.

4.1Q 2,-2,i, —i.41% 0,1+i,1—i.4.12 +1,+i, +1+i (ottei alt). 4.13 1,
—24+2V3i, -2, £v/3+i. 4.14 Toveerdieraf /—1 sammenblandes.
5.1 0,i,—i.5.2 —1,24iv/3.5.3 1,2,4i.5.4 +1,+i, £1+i.55 +1i,

+1+i.5.6 2, £v/3—i,1, -1+ 1V3i.57 i, £1+i.58 —3,2+3i, 2+5i.
5.9 2+i,44+3i.5.10 24++/3,1+i.5.11 FFSFS5.13 -7 +472—-4(og
andre).

6.1 —sint+i/t. 6.2 3(¢ — 2it)%(é —2i). 6.3 €'(—sint +icogt). 6.4
Sexp{(2+i)t}. 6.5 SSSFS6.6. €. 6.9 Beryt produktreglenpa f = (f/g)-g.

7.1 ce*. 7.2 ce /A% 7.3 cre X4 cre . 7.4 crel3TVIX 4 crel3 VX,

7.5 cie %+ €%, hvor c1 og ¢, erkomplekse7.6: u= cie® + coe™.
7.7 cle—lzxcosx—i—lcze—zxsinlx. 7.8 cle*%"—i-czxe*%x. 7.9 c1€8+ cre® 4 cze.
7.10 c1e3*4coxe3* +c3x2e3*. 7.11 cre &+ crem X cos2x+ cze~ ¥ sin2x. 7.12
C1E¥ 4 o™ + Caxe™. 7.13 C16°COSX+ CreX SinX+ C3XEX COSX+ Caxe'sinx. 7.14
c1e 2 4 coxe X + cze *coSs2X + Cae *sin2x. 7.15 c1€® + Coxe™ + caxe™ +
C4€° COSZX+ Cs€SiN3xX. 7.16 Y =0.7.17 y'+9y=0.7.18 y' -4y +3y=0.
7.19 36y +36y +13y=0.7.20 yO +2y" +y =0.7.21 22D, 7.22
7eX _5e=X, 7.23 2e®(cosx— 2sinx). 7.24 1+x+€>.7.25 e (x> —x+1).
7.26 FFSFS7.29 c= 16.1kg/sek.

8.1 (@)r+4,(0)r>+9,(c) (r—3)% (d)r2—4r+8,(e) (r>—4r+8)8, () r’ +
4,(g) r(r>+4), (h) Ingenlgsning.8.2 1™ +ce™. 8.3 xe ™ +ce ™ 8.4
Lt Ixe ™+ ce . 8.5 €+ 6% + 6™ 8.6, —Ixe& + 164+ Ce™. B.T:
X% e + e . 8.8 2x3e X+ cre X + Coxe X + cpxPe . 8.9 7cos3X +
sin3x+ c1e¥ + ce™. 8.10  10xcosx + 5xsinx — 3cosx — 4sinx+ ce . 8.11:
10XCOSX + 5XSiNX+ 14C0SX+ 2SiNX+ C1€¢COSX+ Co€°sinx. 8.12 233+ X2+ X+
C1+C2€%.8.13 3 — 202X — 3 SiN2x+ce 2. 8.14 COSX+Sinx. 8.15 —3xe&+
s8¢~ 26%.8.16 —e*cosx+eXsinx+€*. 8.17 FSFFS8.22 eXInx-+ce*. 8.23
e XIn(e*+1) +ce™.



