Forste studiear
Introduktion til matematiske metoder

Proveeksamen
december 2010

matematik studiet
med svar

Varighed: 4 timer
Tilladte hjselpemidler: Learebgger, notater mv. ma medbringes.

Ikke tilladte hjelpemidler: Elektroniske hjeelpemidler som lommeregner og baerbar
computer. Andet elektronisk udstyr ma heller ikke medbringes. Dette inkluderer alle former
for kommunikationsudstyr (mobiltelefon, PDA osv.), musikafspillere osv.

Bemaerk: Ingen form for kommunikation mellem eksaminanderne er tilladt.
Opgavesaettet findes pa de fglgende 5 sider.

Vedrgrende besvarelse: Svar skal begrundes med udregninger og/eller forklaringer.
Sidste side indeholder formler og resultater, der ma bruges ved besvarelse af opgaverne.

Bemaerk: Korte svar er indsat efter hvert spgrgsmal. De er ment som en facitliste. En
fuldsteendig besvarelse kraever begrundelser og udregninger.
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Opgave 1. Der er givet en anden ordens differensligning

r(n+2)—xz(n+1) —6zx(n) =4-2"

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den tilhgrende homogene ligning.

Svar: 7> —r — 6 = 0, rgdder —2 og 3. Lgsning x(n) = c1(—2)" + 3", for alle

C1,Co € R

(b) Bestem en partikuleer lgsning til den givne ligning (1).

Svar: Geet pa y(n) = ¢2". Partikuleer lpsning y,(n) = —2".
(c) Bestem den fuldsteendige lgsning til den givne ligning (1).

Svar: z(n) = c1(—2)" + 23" — 2", for alle ¢1,¢0 € R
(d) Bestem den lgsning til den givne ligning (1), der opfylder betingelserne
2(0) =5, (1) =1

Svar: z(n) =3(-2)"+3-3"—2"
(e) Vis, at zp(n) = n + 1 er en partikuleer lpsning til differensligningen

z(n+2)—z(n+1) —6x(n) = —6n — 5.

Svar: Indseet z,(n) = n+ 11 venstre side og regn ud
m+1+2)—(n+1+4+1)—6(n+1)=—-6n->5
altsa en lgsning.
(f) Bestem den fuldsteendige lgsning til differensligningen
z(n+2)—xz(n+1)—6x(n)=—6n—5+4-2"

Svar: x(n) = c1(—=2)" + 3" — 2" + n+ 1, for alle ¢1, c2 € R, p.g.a. linearitet.

Opgave 2. Denne opgave omhandler flere forskellige emner.

(a) Vis, at
1
z(n) = =
er en lgsning til fgrste ordens differensligningen
n+1
1) = .
s 1) = ()

(3)

Side 1 af 5
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Svar: Seat ind

n-+1 n+1 1 1

= — — 1
e S W) S e M A

altsa en lgsning.

Findes der andre Igsninger til denne differensligning?

Svar: Ja, alle ¢

, c € R, er lgsninger.
n—+1 0 &

Der er givet to fglger
z1(n) =3", w2(n) =n3"

Bestem koefficienterne b og ¢ i differensligningen z(n + 2) + bz(n + 1) + cx(n) = 0,
saledes at begge fglger er lgsninger til denne differensligning.

Svar: Metode 1: Indsaet i ligningen. Det giver systemet

9+3b+c=0
18+30b=0
med lgsningerne b = —6 og ¢ = 9.

Metode 2: Ifglge teorien ma 3 veere en dobbeltrod i den karakteristiske ligning, altsa
(r—3)2=17r2—=6r+9, som giver b = —6 og ¢ = 9.

Vis, at de tre fglger i denne opgave,

z(n) = , x1(n) =3", x3(n) =n3"

er linesert uafheengige folger.

Svar: Beregn Casorati determinanten for n = 0

11 0
WO)=]3 3 3|=19#0
19 18

Ifglge teorien er de tre fglger linesert uatheengige.

Side 2 af 5
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Opgave 3.

Svar:

(a) Lgs folgende problem grafisk

Minimér y; + 2y»

Y1,92
u.b.b.:
y1 + 6y2 > 15,
U1 + Y2 Z 57
—y1+ Y2 > =5,
y1 > 0,y2 >0

objektfunktionen i optimum er 7.

Svar:

Simplextabellerne bliver (med lidt hovedregning og passende bibeholdelse af “sjette-

Opstil det duale problem og lgs det vha. simplexmetoden.

Maximér 15x1 + bxe — dxs
Y1,Y2

uw.b.b.:

1+ Xy — T3 § 1,
6$1+l‘2—|—l’3 < 2,

x1 > 0,29 20,23 >0

dele” og “femtedele”)

T

z1 T2 3 T4 T5

M

Y

Minimumspunktet fas ved forst at tegne de tre linier der umiddelbart fas
af de tre gverste uligheder. Det brugbare omrade fas sa umiddelbart (begreenset
nedad) af tre linier samt den ferste kvadrant (y; > 0,3, > 0). Niveaulinierne for
objektfunktionen har heaeldningskoefficient —%. Det mindste niveau, der overholder
begraensningerne, er det hvor linien gar igennem punktet (71, 72) = (3,2) Veerdien af

T 3 T4 x5 M
1 1 -1 1 0 0 1 N 0 5/6 -7/6 1 -1/6 0 4/6
6 1 1 0 1 0 2 1 1/6 1/6 0 1/6 0 2/6
-15 -5 5 0 0 1 ‘ 0 0 -5+15/6 5+15/6 0 15/6 1 ‘ 5
xq] xo x3 T4 5 M
0 1 -7/5 6/5 -1/5 0 4/5
— 1 0 1/6+7/30 -1/5 1/6+1/30 0 2/6 —4/30 =1/5
0 0 45/6 — 21/6 3 12/6 1 7
———— N

4

Vi ser, at maksimumspunktet er (zq, %, Z3) = (1/5,4/5,0).

2

eendres til y; + 6y, > 15.17

Svar:

Optimumsveerdien vil blive forgget med z; - 0.1 = 0.02.

Hvad sker der med den optimale duale lgsning, hvis bibetingelsen y; + 6y, > 15

Side 3 af 5
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(d) Betragt problemet
Maksimér x; + 325 + 5

T1,T2
uw.b.b.:
1+ 2w9 <6,
x} <4,
212> 0,29 >0

To aspekter ved dette problem skiller sig ud fra et ssedvanligt LP problem. Hvilke?

Svar: Der er lagt en konstant (5) til det ssedvanlige skalarprodukt i objektfunktio-
nen. Dette aendrer tydeligvis intet. Desuden er anden bibetingelse ikke-lineaer: 23 < 4.

(e) Find lgsningen til problemet ved at lgse et tilsvarende LP-problem grafisk.

Svar: Det tilsvarende LP problem er

Maksimér x; + 3z,
x1,T2

u.b.b.:

T1 + 219 <6,
1 < 2,

T Z 0, i) Z 0

Grafisk lgsning giver optimalpunktet (z1,Z2) = (0,3) med maksimalverdien af den
oprindelige objektfunktion lig med 14.

Opgave 4. Denne opgave omhandler systemer af differensligninger. Der er givet et system
r1(n+1) = 41(n) + 2x9(n),
ra(n+ 1) = —z1(n) + x2(n).

(a) Opskriv systemet pa vektor-matrix form ved at bestemme en 2 x 2 matrix A, saledes
at systemet skrives som x(n + 1) = Ax(n).

]

(b) Beregn udtryk for potenserne A™ for alle n > 1.

Svar:

Svar: Egenverdier for A: \; = 2 og Ay = 3. Putzers algoritme giver efter simplifi-
kation
n__on|—1 —2 Al 2 2
AT=2 { 1 2}+3 [—1 —1]

(c) Bestem den lgsning til det givne system, der opfylder begyndelsesbetingelserne x4 (0) =
4 og 15(0) = —1.

Side 4 af 5
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Svar: ()
()| |2 nl 6
o) = )
(d) Bestem den fuldsteendige lgsning til det tilhgrende inhomogene system

z1(n+ 1) = 4z1(n) + 222(n) + 2,
xo(n + 1) = —z1(n) + xo(n) + 3.

-+ 9o A

for alle ¢1, co € R. Bemeaerk, at lgsningen kan skrives pa andre (sckvivalente) mader.

Svar

Side 5 af 5



