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1 Introduktion

I disse noter gennemgar vi meget kort definition og nogle egenskaber ved Riemann inte-
gralet. Denne gennemgang erstatter kapitel 7 i Apostols bog og ggr det muligt at laese
beviserne i kapitel 9 uden at kende kapitel 7.

2 Definitioner

Vi starter med en reekke definitioner. Lad [a, b] veere et lukket interval. En inddeling P
af [a, b] er en endelig delmaengde af intervallet

7): {‘Io,l’l,...,xn}

som opfylder xy = a, , = b, og xj_1 < x; for j = 1,2,...,n. En inddeling P; siges at
veere finere end P, hvis P; O P (meengdeinklusion). Meengden af alle inddelinger af et
givet interval betegnes Z|[a, b].

Normen af en inddeling P € Z]a, b] er leengden af det storste delinterval bestemt af P
og betegnes || P||. I symboler:

P ={xo,x1,...,Tn}, |P|| = max{z; —z;—1|j=1,2,...,n}.

Vi bemeerker, at P; O P medforer | Py| < [|P].



Givet en inddeling P = {zg, z1,...,2,} 0g t = (t1,ta, ..., t,), sa siges t at veere under-
ordnet P, hvis t; € [xj_1, ;] for j =1,2,...,n.

Lad f veere en begreenset reel funktion defineret pa [a, b]. Givet P € Z[a, b] og t
underordnet P, sa definerer vi middelsummen ved

S(P.t, f) = Zf(tj)(xj — 1), (1)

(Vi bruger naesten samme betegnelser som i Apostol). For j =1,2,... n definerer vi
m;(f) = nf{f(z) |z € [r;-1, z;]} (2)
M;(f) = sup{f(z) |z € [zj-1, 2;]} (3)

og ved hjelp af disse tal definerer vi undersummen (L kommer fra det engelske lower) ved
LP.) = Y i) — 7,00 )
j=1
og oversummen (U kommer fra det engelske upper) ved
UP. 1) = 3 M) — 7). ®)
j=1

Det fglger umiddelbart af definitionerne, at vi har ulighederne
L(P,f) < S(P,t, f) <U(P. [) (6)

for ethvert valg af t underordnet P. Se Figur 1 for et eksempel. Med disse forberedelser
kan vi nu definere Riemann integrabilitet.

Definition 2.1. En begranset funktion f pa [a, b] siges at vere Riemann integrabel pa
la, b], hvis der findes et tal A med folgende egenskab: Givet € > 0, sa findes en inddeling
P € Ila, b], sdledes at for alle Py € Z[a, b] med Py 2 P og alle t underordnet Py gelder

[S(Pyt, f) — Al <e.

Vi skriver A = fab f(z)dz. Maengden af Riemann integrable funktioner pa [a, b] betegnes
Rla, b].

Det er klart fra definitionen, at der hgjst eksisterer ét tal A med denne egenskab, sa
notationen A = f; f(z)dx giver mening.
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Figure 1: Tegningen illustrerer undersum, middelsum og oversum

3 Karakterisation af Riemann integrabilitet

Definition 2.1 skal suppleres med karakterisation af Riemann integrabilitet for at kunne
bruges i praksis. Vi giver to resultater. Det fgrste resultat viser, at Riemann integrabilitet
ogsa kan karakteriseres ved hjeelp af oversummer og undersummer.

Saetning 3.1. Lad f vere en begrenset funktion pa [a, b]. Sa er f € R([a, b]) hvis og kun
hvis folgende betingelse er opfyldt: Givet € > 0, sa findes der en inddeling P € Ila, b],
saledes af for alle inddelinger Py € Z|a, bl med Py 2 P gealder

U(Plaf) - L(Plvf) <é&.

BEVIS: Antag forst f € R([a, b]). Seet A = f;f(x)dx Lad € > 0 veere givet. Sa findes
ifplge definitionen pa Riemann integrabilitet en inddeling Py € Z[a, b], saledes at for alle
P € Z[a, b] med P 2 Py og alle t underordnet P gaelder

1

| Z f)(xj —x50) — Al < 3 (7)

Lad nu P veere valgt vilkarligt, P O Py, men fastholdt i resten af denne del af beviset.



Bruger vi (7) for to forskellige valg t og s, sa finder vi

|Z(f(tj) — f(si)(wj — @) (8)
= \Zf(tj)(%‘ —Tj1) —A+A—Zf(3j)($j —xj-1) (9)

<| Z Ft) (s — i) — A+ A= f(s5)(x; — zj-1))| (10)

j=1
2

< —€. 11
3¢ (11)

Seet nu p = ¢/(3(b — a)). Bruger vi definitionen af M;(f) og m;(f) som henholdsvis
supremum og infimum, sa kan vi finde ¢; € [z,_1, x;], saledes at

M;(f) < f(t) + /2

0g s € [xj_1, x;], saledes at

m;(f) > f(sj) = p/2.

Heraf folger
M;(f) = my(f) < f(t;) = f(s5) +
og dernaest
U(P, f) = L(P, ) ZZ(Mj(f) —m;(f))(x; — 1) (12)
< Z(f(tj) — f(s)(@j —xj0) + MZ(%‘ — 1) (13)
< ;g +ulb—a)=c. (14)

Det beviser den ene del af satningen. For at bevise den anden del starter vi med lidt
notation. Vi definerer det gvre integral som

I(f) = inf{U(P, f) | P € Zla, b]}
og det nedre integral som
I(f) = sup{L(P, f) | P € I]a, b]}.

Det fglger af (6), at I(f) < I(f). Lad nu betingelsen i anden del af seetningen veere opfyldt.
Sa geelder I(f) = I(f). Det ses pa folgende made: Givet € > 0. Sa findes efter antagelsen
en inddeling P € Z[a, b] med U(P, f) — L(P, f) < . Men sa har vi

I(f) <UP, f) < L(P, f) +e < I(f) +¢

4



eller ~
0<I(f)—I(f) <e

Da ¢ er vilkarlig, folger I(f) = I(f).

Ideen i beviset er at vise, at f er Riemann integrabel med integral A = fab( fr)dx =

I1(f) = I(f). Lad £ > veere givet. Bestem nu P’ siledes, at U(P', f) < I(f) +¢. Sa geelder
ifglge Lemma 3.2 nedenfor 3
UP,f) <I(f)+e.

for alle P O P’. Tilsvarende bestemmes P’ saledes, at
L(Paf) >l(f)_€

for alle P D P”, hvor vi igen har brugt Lemma 3.2. Seet Py = P'UP” og antag, at P D Py
er vilkarlig. Sa geelder for et vilkarligt t underordnet P

A—éZl(f)—€<L(,P,f)SS(P,t,f)SU(P,f)<T(f)+5:A+5

eller

IS(P,t, f) — Al <e.

Det beviser, at f er Riemann integrabel. O
Vi har i beviset overfor brugt folgende Lemma:

Lemma 3.2. Antag, at f er en begrenset funktion pa [a, b]. Antag, at P1,Ps € Tla, b] og
Py D Pr. Sa gelder

U(Pa, f) SU(Py, f) o9 L(Pi, f) < L(Py, f).

BEvVIS: Det er nok at se pa det tilfaelde, hvor Py har et punkt mere end P;. Kald dette
punkt er ¢, og antag ¢ € (z;_1, ;). Seet

My = sup{f(2) [z € [wj 1, ]}, My =sup{f(z)|z € [c, z;]}.

Sa er (se (2)) My < M;(f) og My < M;(f), og vi har

U(Pa, f) =Y Mi(f)(wy — x-1) + Mi(c — zj_1) + Ma(z; — c) (15)

<D Mi(f) (@ — zir) + Mi(F)(e = 2m1) + M()(a; — ) (16)

= Z My(f)(zr — z1-1) = U(P1, f) (17)
k=1
Det viser det forste resultat. Det andet resultat vises pa samme made. ]

Ved hjelp af ovenstaende szetning kan vi nu bevise hovedresultatet.
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Saetning 3.3. Antag, at f er kontinuert pa |a, b]. Sa gelder f € R([a, b]), dvs. f er
Riemann integrabel pa |a, b].

BEevis: Beviset bygger pa, at kontinuitet pa det lukkede interval [a, b] medfgrer uniform
kontinuitet (se Apostol Theorem 4.47). Vi bruger Seetning 3.1 i beviset. Lad € > 0 vaere
givet. Bestem 0 > 0, saledes at |z — y| < § medforer |f(z) — f(y)| < e/(2(b— a)) for alle
x,y € [a, b]. Det er muligt, da f er uniformt kontinuert. Lad P vere en inddeling med
|P|| < 6 og lad Py D P veere vilkarlig. Da laengden af ethvert delinterval bestemt af P; er
mindre end 0, folger M;(f) —m;(f) <e/(2(b— a)) og dermed

n

U(Py, f) = L(Py, f) = Y (M;(f) = my(f))(w; — ;1) (18)

j=1
sw@w—anggw—xjo=§<e- (19)
Det viser, at betingelsen i Seetning 3.1 er opfyldt, og dermed, at f € R(]a, b]). O

4 Egenskaber ved Riemann integralet

Vi giver en raekke egenskaber ved Riemann integralet med korte beviser.

Saetning 4.1. R([a, b]) er et reelt vektorrum. For f,g € R([a, b]) og c1,c2 € R geelder

b

b b
[es@ +egenis = [ f@acte [ g
BEVIS: St h = ¢ f + 9. Sa geelder for middelsummerne
S(P7 t7 h) = CIS(P7 ta f) + CZS(Pv t7 g)

Givet € > 0, sa kan vi bestemme en inddeling P’, saledes at for alle P D P’ gaelder
b
S(P.tf) - [ fla)da] <
og en inddeling P”, saledes at for alle P O P” gaclder
b
S(P.t.g) ~ [ gla)d| <.
Seet nu Py = P’ UP”. Sa geelder for alle P D P,
b b
|S(P,t,h) — cl/ f(x)dx — 02/ g(z)dx| < |cile + |eale.

Heraf folger resultatet. ]



Saetning 4.2. Antag c € (a, b) og at f er Riemann integrabel over to af de tre intervaller
la, b], [a, c] og [c, b]. Sa er f ogsa Riemann integrabel over det tredje, og der gelder

/abf(az)dx = /: f(z)dz + /be(as)das. (20)

BEvis: Vi antager, at f er integrabel over [a, ¢] og [c, b]. Antag P er en inddeling af [a, b]
med ¢ € P. Sact
P =PnNla, d, P"=PnN]e, b). (21)

Sa er P’ en inddeling af [a, c] og P” en inddeling af [c, b], og der geelder
S(,P7 t7 f) = S(,P/7 tl’ f) + S(,P”7 t”? f)?

hvor vi ogsa deler t op pa en indlysende made. Givet € > 0, sa findes der en inddeling P
af [a, c], saledes at for alle P’ D P| geelder

ISP - [ s <5

og en inddeling P af [c, b], saledes at for alle P” D P[] geelder

1S(P" ", f /f dx|<—

Vi seetter Py = Py UPJ. Lad nu P O Py og definer P’ og P” ved (21). Vi har da

c b
S(P,t,f)—/ f(x)dx—/ f(x)dx| < e

for alle P O Py og alle t underordnet P. Resultatet fglger heraf. De andre tilfeelde

behandles pa samme made. D
Vi mdf@rer de saedvanlige konventioner, hvorefter vi saetter fb r)dr = — f f(z

0g fa f(z)dz = 0. Derefter geelder formlen (20) for vilkarlig behggenhed af a, b og c, thS

funktionen er Riemann integrabel over de relevante intervaller.

Saetning 4.3. Antag f € R([a, b]) og g € R([a, b]), og at f(x) < g(x) for alle x € [a, b].

Sa geelder
b b
/f(x)dxg/ g(x)dz.

BEvVIs: Det folger af definitionen pa middelsum, at der gaelder
S(P,t, f) < S(P,t,g)

for enhver inddeling P og ethvert t underordnet P. Men heraf folger seetningen umiddel-
bart. O

For en funktion f betegner |f| funktionen givet ved |f|(x) = |f(z)|, og f? funktionen
givet ved f%(z) = (f(z))?. Vi har fglgende resultater.
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Satning 4.4. Antag f € R([a, b]). Sa er |f| € R([a, b]) og der gelder

|/abf(ﬂ7)d117| < /ab|f\(:r;)dx.

BEvis: Vi bruger Seetning 3.1 i beviset. Vi har
M;(f) —m;(f) = sup{f(z) — f(y) |2,y € [rj-1, 3]}
og da [|f(z)| = [f(W) | < [f(x) = f(y)], har vi
M;(If1) = my(1f1) < M;(f) — my(f)
(idet vi udnytter M;(f) —m;(f) > 0) og dermed
Da det geelder for alle inddelinger, giver Seetning 3.1, at |f| € R([a, b]). Vi har f < |f] og
—f < |fl, sa uligheden folger fra Seetning 4.3. O.

Advarsel. Der galder ikke, at |f| € R([a, b]) medforer f € R([a, b]). Det er en af de
stgrste svagheder ved Riemann integralet. Vi illustrerer dette med et eksempel. Definer
en funktion pa [0, 1] ved

1 forxirrational,

flx) = .

—1  forxrational.
Sa geelder U(P, f) =1 og L(P, f) = —1 for alle inddelinger P af [0, 1]. Men sa er f ikke
Riemann integrable ifplge Seetning 3.1. Pa den anden side er | f] lig den konstante funktion
1, som er Riemann integrabel.

Seetning 4.5. Antag f € R([a, b]). Sd er f* € R([a, b]).

BEvVIS: Vi bruger igen Seetning 3.1. Der geelder M;(f?) = (M;(|f]))* og m;(f?) =
(m;(|f]))?. Dermed har vi

M;(f2) = mi(f2) = (M (| f]) +my (Lf D) (M (| f1) = my(|£1)) (22)

< 2K(b — a)(M;(1f]) = m;(1£1)), (23)

hvor K er en konstant, sa at |f(z)| < K for alle z € [a, b]. Men sa folger resultatet af
Seetning 4.4 og Seetning 3.1. [

Saetning 4.6. Antag f € R([a, b]) og g € R([a, b]). Sa er fg € R([a, b]).
BEvis: Resultatet folger af
2f(2)g(x) = (f(z) + g(2))* = (f(2))* = (9(2))*
og Seetning 4.5. [



Saetning 4.7. Antag, at f er kontinuert pa [a, b] og definér for x € [a, b]

F(z) = / F(t)dt.

Sa er F kontinuert differentiabel pa |a, b], og der gelder

BEvis: Vi har

1 x+h
R+ = F@) = @) =3 [ (0 = )i

Givet € > 0, sa kan vi pa grund af kontinuiteten af f bestemme et o > 0, saledes at for
|h| < 0 geelder |f(t) — f(z)| < € for alle ¢ i intervallet mellem = og « + h. Heraf folger

resultatet.

]

Satning 4.8. Antag, at f € R([a, b]), og at der findes en funktion F, som er kontinuert

pa [a, b] og differentiabel pa (a, b) med F'(x) = f(x) for alle x € (a, b). Sa gelder

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Bevis: Lad P vere en vilkarlig inddeling af [a, b]. Sa geelder

F(b) = F(a) = Y (F(z;) = F(;-1))

i=1

= ZF’(tj)(%' —Tj1)

- Z ) — xj-1),

(24)

(25)

(26)

hvor t; € (xj_1, x;) er bestemt ved at anvende middelvaerdisesetningen (Apostol Theorem

5.11). For et givet € > 0 kan vi nu bestemme en inddeling, som er sa fin, at vi har

b n b
FO) - Fla) = [ fla)dsl =1 Y- 5(t); = 2y-1) = [ flo)de] <=

Da ¢ er vilkarlig, fglger resultatet.



Vi far i naeste afsnit brug for fglgende resultat:

Saetning 4.9. Lad f € R([a, b]), sa at m < f(x) < M, for alle x € [a, b]. Lad ¢ :
m, M] — R wvere en kontinuert funktion. St h(z) = ¢(f(z)) for x € [a, b]. Sa er
h € R([a, b]).

Bevis: Lad € > 0 veere givet. Da ¢ er uniformt kontinuert pa [m, M], kan vi bestemme
et § >0, sa at |¢(s) — p(t)| < € for alle s,t € [m, M] med |s —t| < §. Vi kan antage, at
0 < e. Seet nu

K = sup{|o(t)|[t € [m, M]}.

Fra Seetning 3.1 far vi, at vi kan finde en inddeling P = {zg, z1,...,x,}, sa at

Vi deler nu indices for punkterne i P op i to maengder:

M={je{L,2,....n}M;(f) —m;(f) <0}, (27)
N={je{L,2,....n}HM;(f) —m;(f) > 0}. (28)
Vi har da
0 (xj— i) < Z(Mj(f) —m;(f))(z; — xj-1) (29)
=U(P,f)—L(P,f) <& (30)
Heraf ser vi
Z(xj zj-1) <0
jEN
Vi har da
U(P,h) — L(P,h) = Z(Mj(h) —m;(h))(z; — xj-1) (31)
= Z(Mj(h) —m;(h))(z; — xj-1) (32)
+ > (M;(h) = mj(h))(a; — 1) (33)
JEN
< e(b— a)+2K3 (34)
<e(b—a+2K), (35)

hvor sidste ulighed folger af, at vi har antaget § < . Da ¢ er vilkarlig, far vi fra seetning 3.1,
at h € R([a, b]). O
Vi ser, at vi kunne have vist Seetning 4.4 ved hjeelp af Seetning 4.9, idet vi kan tage

p(t) = [tl.
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5 Riemann integralet af funktioner med komplekse
vaerdier

Vi skal nu udvide Riemann integralet til funktioner, der afbilder et interval [a, b] over i de
komplekse tal. Vi minder om, at en funktion f : [a, ] — C kan skrives som f = Ref+ilmf.

Definition 5.1. En begranset funktion f : [a, b] — C er Riemann integrabel pa [a, b], hvis
Ref € R([a, b]) og Imf € R([a, b]). Vi setter

l%mmzlﬁq@mﬂlﬁﬂwm

Mengden af komplekse Riemann integrable funktioner betegnes R([a, b]; C)

Bemeerk, at med denne definition er

mlvmmzlﬁq@m %Imfﬂ@mzlxw@m.

Folgende saetning er en umiddelbar konsekvens af definitionen og Seetning 4.2

Satning 5.2. R([a, b]; C) er et komplekst vektorrum. Afbildningen

= / ()

er en lineer afbildning fra R([a, b]; C) til C.
Saetning 5.3. Lad f € R([a, b]; C). Sa er |f| € R([a, b]), og der gelder

/abf(x)dx

|f(@)]* = (Ref(x))* + (Imf ())*.

Seetningerne 4.2 og 4.5 viser nu, at |f|> € R([a, b]). Seet ¢(t) = v/t for t > 0. Sa folger det
af Seetning 4.9, at | f(x)| = ¢(]f(x)|?) er Riemann integrabel pa [a, b].
Bestem nu et 6 € R, sa at

/abf(a:)dx

< [ 1@

BEvis: Vi har, at

= e /bf(a:')dx = /b " f(x)dx.
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Vi har da, idet vi bruger Seetningerne 4.4 og 4.3,

Heraf fglger sidste del af seetningen.
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