Linearitet og differentiabilitet Opgavesamling 1 15. oktober 2011

Nedenfor er nogle eksempler pa teoriopgaver af en type, som kan blive stillet til den
skriftlige eksamen. Nedenfor er alle vektorrum endelig dimensionale over F. Denne antagelse
vil ikke blive gentaget i opgaveteksten.

Bemaerk, at nogle teoriopgaver kun kraever anvendelse af resultater fra bogen, mens andre
teoriopgaver kraever en kombination af anvendelse af teorien og udregninger, f. eks. lgsning
af et linesert ligningssysytem, som man selv skal opstille.

1.

Der er givet en liste af vektorer (vy,vq,v3,v4) 1 et vektorrum V. Antag, at denne liste
er linezert uafhengig. Er listen

(v1 + v + v3, V1 — vy, 203 + Vy)
linesert afthaengig eller linesert uatheengig? Svaret skal begrundes!

Der er givet en liste af vektorer (vy,vq,v3,v4) 1 et vektorrum V. Antag, at denne liste
er linesert uathaengig. Er listen

(’Ul + Vg, Vg + Vs, U3 + V4, U3 + ’01)
linezert afhaengig eller linesert uatheengig? Svaret skal begrundes!

Der er givet en liste af vektorer (vy,vq,v3,v4) 1 et vektorrum V. Antag, at denne liste
er linezert uafheengig. Er listen

(v1 + Vo, V1 — V2, V3 + vy, V3 — Vy)
linesert athaengig eller linezert uathesengig? Svaret skal begrundes!

Der er givet et vektorrum V' med dim V' = 4. Der er endvidere givet en liste med syv
vektorer fra V,
(vla V2, U3, V4, Vs, Vg, U?)'

Vektorerne er indbyrdes forskellige: v; # v; for ¢ # 7, 4,5 = 1,...,7. Vektorerne
(v1,v9,v3,v4) er linesert uatheengige, og vektorerne (vs,vg,v7) er linesert afhaengige.
Nedenfor er en raekke udsagn vedrgrende disse vektorer. For hvert udsagn skal man
begrunde en af folgende muligheder: (i) udsagnet er altid sandt, (ii) udsagnet er altid
falsk, eller (iii) med de givne oplysninger kan man ikke afggre, om udsagnet er sandt
eller falsk.

(a) Listen (vq,vq,vs,v7) er linegert uafthaengig.

(b) (v1, Vg, V3, V4, v5) er linesert uathaengig.
) (01
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Listen

Listen (v, vq,v4) er lineert uathengig.

(c
(d) Listen (v, vs,vg,v7) er linesert uathengig.
Der er givet to linesre operatorer S, T € L(V'). Vi antager, at begge operatorer er in-
vertible. For hver af nedenstaende operatorer skal man afggre, om den altid er invertibel
eller ej. I det fgrste tilfzelde skal man begrunde invertibilitet og angive den inverse. |
den andet tilfeelde skal man give et modeksempel pa invertibilitet.

(a) ST

(b) S7t—T-1

(c) S*T
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(d) ST-1S

6. Der er givet to vektorrum V og W med dim V' = n og dim W = m. Der er ogsa givet en
linezer afbilding 7' € L(V,W). Der geelder, at T ikke er surjektiv, og at dimrange(7") =
3. Baseret pa disse oplysninger skal fglgende spgrgsmal besvares. Der skal gives en
begrundelse for hvert svar.

(a) Hvad er den mindste veerdi, som m kan have?
(b) Hvad er den mindste veerdi, som n kan have?
(c) For hvilke veerdier af n geelder, at T er injektiv?

7. Der er givet to vektorrum V og W med dimV = n og dimW = 4. Der er ogsa
givet en linezer afbilding T € L(V,W). Der geelder, at T er surjektiv. Baseret pa disse
oplysninger skal fglgende spgrgsmal besvares. Der skal gives en begrundelse for hvert
svar.

(a) Hvad er den mindste veerdi, som n kan have?
(b) Hvad er den stgrste veerdi, som n kan have?
(c) For hvilke veerdier af n geelder, at T er injektiv?

8. Der er givet to vektorrum V og W med dimV = n og dim W = m. Der er ogsa givet
en lineger afbilding T' € L(V,W). Der gelder, at T er injektiv, og at dimrange(T) =
7. Baseret pa disse oplysninger skal folgende spgrgsmal besvares. Der skal gives en
begrundelse for hvert svar.

(a) Hvad er den mindste veerdi, som m kan have?
(b) Hvad er den stgrste veerdi, som m kan have?

(c) Hvad kan man sige om n?
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