Rang og nullitet

Definition: Rang og nullitet

Lad A vaere en m x n-matrix. Rangen af A, benavnt rank(A), er
antallet af pivot sgjler i A. Nulliteten af A er

nullity(A) := n — rank(A) = (antallet af ikke-pivot sgjler i A),

Betragt et konsistent ligningssystem AX = b.

@ rank(A) er precis antallet af bundne variable i
Igsningsmaengden.

@ nullity(A) er precis antallet af frie variable i Igsningsmaengden.
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Gauss reduktion

Betragt to # 0-raekker i en matrix, hvis der er pivot i samme sgjle i
disse to raekker, kan en elementar raekkeoperation blive brugt til at
lave en af disse pivoter til et nul.
0 -~ 0 a; - 0 -~ 0 aj
A 0 (ajj, akj # 0)
0 -+ 0 ay - 0 --- 0 0
(Leeg —(ax,j/ai,j) gange raekke nr. i til raekke nr. k.)

1/3. Bring matrix pa trappeform:

i Start med sgjle 1, hvis der er mere end en pivot, velg en raekke
ud, der skal “overleve” brug denne rakke til at sendre alle
andre pivoter i sgjle 1 til nul, som ovenfor.

ii Fortsaet derefter til sgjle 2, 3, etc.

iii Nar der hgjest er en pivot i hver sgjle, byt om pa rakkerne s
matricen er pa trappeform.
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Gauss reduktion, fortsat
2/3. normaliser alle pivot-elementer

Divider hver # 0-raekke med pivot'en i pdgaeldende raekke. S3 har
alle pivot'er veerdien 1. (gang hele pivot-reekken med (1/pivot)).

3/3. Lav pivot-sgijler til standardvektorer

Start nu fra hgjre / sidste sgjle / sgjle n:
i Hvis der ikke er nuller over den sidst pivot (fra venstre), brug
den nederste # 0 raekke til at lave alle indgange over den sidste
pivot om til nul.

ii Hvis der nu ikke er nuller over den nzest-sidste pivot (fra
venstre), brug den nzest-sidste # 0-raekke til at skabe nuller
over den naest-sidste pivot. . .

iii fortsaet saledes indtil alle pivot-sgjler kun bestar af et et-tal og
resten nuller - dvs. indtil alle pivot-sgjler er en
standardbasis-sgjlevektor.

o
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Spand (span) af vektorer

Las S = {vi, Vo, ..., Vk} vaere vektorer i R". Spaendet af S
defineres som

span(S) :={avi + b+ -+ cVk | a,c,...,ck € R},

dvs. som familien af samtlige linearkombination af vektorerne i S.

Test: ligger v i span S?

For v € R" gaelder, at v € span(S) hvis og kun hvis
ligningssystemet givet ved totalmatricen

[77s - V| 7]

er konsistent (dvs. sidste sgjle ikke en pivot-sgjle).
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Udspandende vektorer

Vektorerne S = {1, o, ..., Vk} i R™ siges at udspaende R™ nar
span(S) = R™.

FEkvivalente betingelser

Betragt vektorerne S = {vq, Vh,...,Vk} i R™, og lad
A = [Vivy - - Vk]. Falgende betingelser er xkvivalente

@ Vektorerne i S udspaender R™
o A% = b er konsistent for alle b € R™

@ A~ R, hvor R har pivot i hver raekke.

Bemaerk

Vektorerne S = {Vq, Vo, ..., Vk} i R™ har kun chance for at
udspaende R™ nar k > m. For k < m er det umuligt.
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