Egenvaerdier og egenvektorer

Definition

Lad A vaere en n x n matrix. En vektor v € R", v #£ 0, kaldes en
egenvektor for A, hvis der findes en skalar A saledes

AV = AV ().

Skalaren \ kaldes en tilhgrende egenvaerdi. Egenvektorer og
egenvardier defineres helt analogt for en linear operator.

Matrixligningen (*) har en ikke-triviel Igsning netop nar
A—Al,

er ikke-invertibel. Egenvaerdierne for A kan derfor findes ved at lgse
den:

Karakteristiske ligning

(K)  det(A—tl,) =0,

hvor venstresiden kan vises at v?re et polynomium af grad n
(polynomium i t).
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Egenrum

Givet en egenvaerdi A for matricen A, sa finder man de tilhgrende
egenvektorer ved at Igse den homogene matrixligning

(A= X)X =0.

Egenrum for A: Definition

Lad A vaere en egenvaerdi for n x n-matricen A. Underrummet
Null(A— A, CR"

kaldes egenrummet hgrende til egenvaerdien A. Egenrummet
bestar af samtlige egenvektorer hgrende til egenvaerdien A\, samt
vektoren 0.

~

Bemaerk: vi ved kun, at dim(Null(A — A/l,)) > 1. Dimensionen kan
meget vel vaere > 1. Normalt finder man en basis af egenvektorer
for egenrummet Null(A — \/,,) hgrende til egenvaerdien A.

Mikkel H. Brynildsen Linezr Algebra



Mere om egenrummet

Lad A veere en n X n-matrix med egenveaerdi \. S3 gaelder
1 < dimNull(A = Alp) < my,

hvor my er multipliciteten af X\ som rod i den karakteristiske
ligning [dvs. (t — A)™ indgér som "optimalfaktor i den
karakterlstlske ligning].

Procedure: Givet en n x n matrix A

@ Find A's egenvaerdier \1,..., A, ved at Igse (finde rgdder i)
den karakteristiske ligning

det(A — tl,) = 0.

@ For hver egenveerdi A;, find en basis af egenvektorer for
egenrummet

Null(A — Aily).
- o
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Eksempler

Find egenvardierne og de tilhgrende egenvektorer for

-l %)

€ KMy @i
Karaletorisisie ?o%nowﬁuwx = dut (A“ L Iz\
-2 2 N _
= o&ﬁ'( [’L 2 ’ﬂl\ 2 (."/;I\(—/Z—?\ -2-2

=) 420\ D=4 -9

Mikkel H. Brynildsen Linezr Algebra



Lot (AT =0

0 2 ~
re e DG = 14245
NEA I - (’Z

= 2\ - 2 2
6@%?01\”&{0(1 /)L: 2 ) 7)?, -3
(ibwwold@r {o\r N=2. L/

lpee (A-\Z’EQ@JS :(B ZZ]B j)'\}%

Linezer Algebra



E L{][] H Aolul ey E -
Qipzfé% [" 12«\; PE) O ]

&\{'(tﬂsg: X, 1(,.‘) Y%, =0 (%_
X - ZY'Z} (5 [2 SC_J_R
X, Yo, L V1)

2
Vv, = mk 71,71
vikge =1 P ggpudkior V) [1 ey

y




/e

LS Ak [

SRR FRE

O
L{_ ?. Z ?L \2\ L(' 2—' ‘I
‘wa&f L O] T Q

’ o Yo, &0\
2|"R g } @J(%L ¥, = -X2

Gl s Xﬂ Eﬂ Lq

\(lm) (=1 (;bmrd/tv\f v, = Eg_] m Ny=%




Eksempler

Eksempel Il

Egenvaerdierne for en gvre (eller nedre) trekantmatrix U = [uy] er
netop diagonal elementerne ui1, Uz, . .., up,. Folger fra:

ui;p —t *

U —t *
det(U — tl,) = det

—1‘1__?,
o g
0.
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Egenveerdier for similaere matricer

To matricer A og B kaldes similare, hvis der findes en inverterbar
matrix P siledes at B = P~1AP.

Similere matricer har samme egenvaerdier

Hvis A og B er kvadratiske, og der findes en inverterbar P sdledes,
at B = P71AP, s3 er har A og B de samme egenvardier.

Dette vises ved at indse, at A og B har samme karakteristike
-\

polynomier: I rrol.-fo**?: N % 7 P P= Iv\
—_—
det(B — tl,) = det(P~1AP — tP~I,P)

(P
= det(P~Y(A — tI,)P) = det(P!) det(A — tl,) det(P)
(

1
- <‘W> det(A dyfﬁD = det(A —{l,). = k. ]po[ foc A
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