@vre triangulaer matrix

Egenvardier pa diagonal

Egenvaerdierne for en gvre (eller nedre) trekantmatrix U = [uy] er
netop diagonal elementerne ui1, Uz, . .., up,. Folger fra:

ug;p — t *

0 U —t *

0 0 wupp—t
= (U11 = t)(UQQ—t)-"(U,m— t).

det(U — tl,) = det
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Diagonalisering

Definition (diagonaliserbar)

@ Lad A vare en n x n-matrix. A siges at vaere diagonaliserbar _1
hvis A er similer med en diagonal matrix, dvs. ‘P ’|D D
A= PDP (A
hvor D er en n x n diagonal matrix og P eren nx n - IV\ D
inverterbar matrix.
@ En linear operator T : R" — R” siges at vaere = D

diagonaliserbar, hvis T's standardmatrix er diagonaliserbar.

Fortolkning

@ Betragt en n x n-matrix A som er diagonaliserbar, dvs.
A= PDP~1. Benaevn P's sgjler vy, v, ..., V.

o Bemark, at B = {4, Vb, ..., V,} udggr en basis for R” (da P
er invertibel).

@ Vi ser nu pa den linezere operator T induceret af A, dvs.
T(X) = AX, X € R". Hvad er T's matrix repraesentation
relativ til B Jvf. Kapitel 4, er den precis

[Tls = P *AP = P~Y{(PDP~1)P = D.




Sheseunpel.

AE l:| {l ):é) Z]
S e A Byl

A: PDP

D [0 g] (PDV B ;H

1 2l g 0t







Diagonalisering |1

Lad A vaere en n x n-matrix. A er diagonaliserbar hvis og kun hvis
A har n linert uafhangige egenvektorer.

| fald A har n linezrt uafthangige egenvektorer vy, v», ..., vV, med
tilhgrende egenvaerdier A1, Ao, ..., A,, kan vi skrive

A= PDP!,
hvor P=[#Vy---V,| og D=diag(A1,\2,...,\pn).

Satning (n forskellige egenveerdier)

Lad A vere en n x n-matrix. Hvis A har n forskellige egenvardier,
da har A netop n linezert uafhaengige egenvektorer og A kan derfor
diagonaliseres.

-
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Diagonalisering Il

Mere generelt:

Saetning
Lad A vaere en n x n-matrix med de forskellige egenvaerdier
AL, A2, .., A (r < ner tilladt).

@ Matricen A er diagonaliserbar hvis og kun hvis summen af
dimensionerne of egenrummene hgrende til A1, Ao, ..., A, er
preecis n.

@ Hvis A er diagonaliserbar, og By er en basis af egenvektorer
for egenrummet hgrende til Ay, da udggr

{B1,Ba,...,B:}

en basis for R” bestdende af egenvektorer for A.
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Egenvektorer for distinkte egenvaerdier

Egenvektorer for distinkte egenveerdier

Hvis A1, ..., A, er distinkte egenvaerdier for en matrix A med
tilhgrende egenvektorer v, dvs.

A\_/}:)\j\_/}, j:1,...,n og )\;#)\j 17'5_/

sa er {Vq,...Vp} linezert uafhengig.

Bevis: Antag for modstrid, at S = {V4,...V,} er linezrt afhengig.
Vi kan udtynde S til en linezert uafhangig maengde, kald antallet
af linezrt uathangige vektorer for k. Vi ombytter raekkefglgen af
egenvektorerne V;,j = 1,..., n sdledes at disse k linezert vektorer
er givet ved B = (Vi, v, ..., Vk).
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| dette setup m3 Vi1 saledes ligge i span(B), s vi kan skrive
Vi1 = Vi + Vo + ...+ ik (1)

for nogle konstanter ¢; der ikke alle er lig nul (da Vi1 er en
ikke-nul vektor - det er et af kravene for at vaere en egenvektor).
Anvend A pa Vii1:

A\7k+1 = )\k+1Vk+1 = Acivi + Acovo + ...+ Ack Vi
= C1A1V1 + ©Xoih + -+ - + Cr Ak Vi

hvis vi s3 ganger Vi1 med A1 og traekker fra Avii1 sd har vi

0

AVt — M1 Vi1
c1(A1 — Mg1)vi + (A2 — Apg1) Vo + -+ (A — Akgr) Vie

da B er lin. uafh. ma der derfor gzlde, at

(A — Mt1) = (A2 = Aega) =+ = a(Ak = Akg) =0
og da A\; # Aj,j # i s3 ma der galde at alle ¢; er nul for
Jj=1,... k, men dette er i modstrid med at Vi1 # 0.
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