Dimension af underrum
Satning: Invarians af antal basiselementer

Lad V vere et ikke-nul underrum af R”. To vilkarlige baser B1 og
By for V indeholder praecis samme antal vektorer.

Definition: Dimension af underrum

Dimensionen af et underrum V af R” er antallet af vektorer i en
vilkarlig basis for V. Dimensionen af V benaevnes dim(V). Pr.
definition er dim({0}) = 0.

Seetning 4.7: Betingelse for eksistens af basis

Lad V vere et k-dimensionelt underrum af R”, og lad S veere en
delmaengde af V som indeholder praecis k vektorer. Sa er S en
basis for V' hvis

@ vektorerne i S er linezert uafthaengige, eller

@ span(S) = V.
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Rang og nullity

Definition: Rang og nullity af en matrix

Rangen af en m x n-matrix A er defineret som

rank(A) := dim(Col(A)) = #pivot sgjler i A.
Nulliteten af A er givet ved

nullity(A) := dim(Null(A)) = #ikke-pivot sgjler i A.

Sammenhzang mellem rang og nullitet

Lad A vaere en m x n-matrix. Da gelder,

rank(A) + nullity(A) = n = #sgjler i A.
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Eksempel

Verificering af basis for nulrum

Vis, at
! 0
1 3
B={vi,va} =11 5| |_24
1 2
udggr en basis for Null(A), hvor
=1 2 1 -1 1 -2 0 3
A= 2 -4 -3 0|~1|0 01 2
1 -2 0 3 0 00O
Bemaerk fgrst, at rank(A) = 2 og nullity(A) = 2. Ved direkte

indsaettelse ses, at
AV1 = AV2 = 07

sa v1 € Null(A) og v € Null(A). Men vektorerne i B er linezert
uafhaengige [vi1 # cvy], og eftersom dim(Null(A)) = 2, sa fglger
det fra Satning 4.7 at de to vektorer i B udggr en basis for
Null(A).
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Rakkerummet

Lad A vaere en m X n-matrix givet ved raekkevektorerne:

A —
—_— rm —_—
S3 defineres raekkerummet hgrende til A som

Row(A) = span(r{ ,¢rJ ... rl).

Det fglger, at Row(A) = Col(AT).

Satning: Basis for reekkerummet

En basis for raekkerummet hgrende til en m x n-matrix A er givet
ved (de transponerede) ikke-nul raekkevektorer i den reducerede
trappeform af A.
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Definition 4: Koordinatvektor

Lad B = {b1,bs,...,b,} vaere en basis for et underrum V af R".
Koordinatvektoren for x € V relativt til B er givet ved

ol

o
Xlz=1.1, hvor x = c1by + cby + -+ - + ¢, bp,.

Cp

Bemarkning: Koordinatvektoren for x € V' er den entydige
l#sning til ligningssystemet

[blbg ~--bp|x].

Specialtilfelde: Hvis B = {b1,b,,... b,} er en basis for R", sa
er n X n-matricen B = [by by - - - b,] invertibel, og vi har for
x € R”,

Xz = B~ 1x, da B[x|g = x.
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