Linzere ligningssystemer

Vi betragter det linezre ligningssystem

ailxy + apxe + +  ainXn by

aix1 + apxe + - 4+ awmxp, = b
: + : + + : =

amixy + amexe + -+ 4+ amnXp = bm

Lgsningsmaengde: familien af samtlige lgsninger. Er
Igsningsmangden tom, da kaldes systemet ikke-konsistent.

Systemets totalmatrix

air a2 -+ ain b

a1 axp - axy b
[A bl=[ajaz ---a,b]=| . ]

aml 8m2 -+ Aamn bm

Lgsningsmetode: Reducer [A b] til reduceret trappeform [R c].
Systemet givet ved [R c] har samme Igsningsmaengde som [A b].
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De 3 elementaere raekkeoperationer

@ Til rekke nr. j adderes en konstant k gange rakke nr. .
A= 5 — B = _
——r = — — —rj+ krj — —
@ Raxkke nr. i og j ombyttes.

@ Rakke i ganges med en konstant k # 0.

Vigtigt: Lgsningsmaengden for et tilhgrende ligningssystem aendres
ikke ved disse raekkeoperationer!
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Trappeform

En matrix er pa trappeform hvis:

@ Eventuelle nulraekker er nederst i matricen

e Fgrste indgang # 0 (fra venstre) i en raekke, er til hgjre for
fgrste indgang # 0 i rackken ovenfor

@ Alle indgange nedenfor en fgrste indgang # 0, er nul.

v
° .

En matrix er pa reduceret trappeform hvis

@ Den er pa trappeform

@ Alle fgrste indgange # 0 i raekkerne er 1

@ En sidan indgang 1, er den eneste indgang # 0 i den
pagzldende sgjle.
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Reduktion til reduceret trappeform

Saetning

En given matrix A kan raekkereduceres til en og kun en matrix R
pa reduceret trappeform.

Lad A vaere en m x n-matrix og lad A ~ R, hvor R er pa
(reduceret) trappeform. En fgrste indgang # 0 i en raekke i R
kaldes en pivot. De tilhgrende sgjler (i den oprindelige matrix A)
kaldes pivot sgijler.
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Rang og nullitet

Definition: Rang og nullitet

Lad A vare en m x n-matrix. Rangen af A, benaevnt rank(A), er
antallet af pivot sgjler i A. Nulliteten af A er

nullity(A) := n — rank(A) = #ikke-pivot sgjler i A.

Betragt et konsistent ligningssystem Ax = b.

@ rank(A) er precis antallet af bundne variable i
Igsningsmangden.

@ nullity(A) er praecis antallet af frie variable i Igsningsmaengden.
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Konsistens

Ligningssystemet
Ax=b
er konsistent hvis og kun hvis b er en linearkombination af A’s

sgjler. Det sker praecis nar totalmatricen [A b] ikke har pivot i
sidste sgijle.

En pivot i sidste sgjle af totalmatricen svarer til en raekke
[0 --- 0]1]iden reducerede trappeform. Men den raekke
svarer jo til den tydeligvis ikke-konsistente ligning 0 = 1.

Eksempel

Ligningssystemet givet ved totalmatricen

01 40 30
00 01 -20
00 0O0 01

er ikke-konsistent da der er pivot i sidste (dvs. 6.) sgjle.
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Eksempel

Beskriv Igsningsmaengden til ligningssystemet givet ved fglgende

totalmatrix
1 6 2 -5 -2 —4 1 60 300
00 2 -8 -1 3] ~{0 001 -4 0 5
0 0O 0 1 7 0 0O 017

Matricen pa reduceret trappeform overszettes til ligninger:
x1+6x24+3x4 =0 x1 = —6xp — 3x4
x3—4x3 =5 = x3=5+4+4x,
x5 =7 x5 =T7.
De naturlige frie variable svarer til ikke-pivot sgjler i koefficient-
matricen. Dvs. her: x» og x4. Lgsningsmaengden udtrykt pa

vektorform:
X1 0 —6 -3
X2 0 1 0
x=|x3| = [5] +x 0| +x4 | 4], X, x4 € R.
Xa 0 0 1
X5 7 0 0
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