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1 Partielle differentialligninger

1.1 Udledning af varmeligningen

Vi vil nu - pd samme made som med bglgeligningen — udlede varmeligningen, som er en model
for udbredelse af varmen u, som er en funktion af de tre rumlige koordinater z, y og z samt tiden
t,1et legeme, udfra fysiske betragtninger. Vi begynder som for med nogle fysiske antagelser.

1. Den specifikke varmekapacitet o og materialets teethed p er konstant gennem legemet.
2. Der bliver ikke produceret eller fjernet varme fra legemet.

3. Varme beveeger sig fra varme til kolde omrdder af legemet pa en sddan méde, at strom-
ningsraten er proportional med gradienten (store temperaturforskelle giver hurtigere ud-
veksling). Dette kan skrives

v=—Kgradu, (1)

hvor v betegner hastigheden af varmestremningen.

4. Varmeledningsevnen er konstant gennem legemet. Dette svarer til, at K i ovenstdende ud-
tryk er en konstant.

Under disse antagelser vil vi nu udlede varmeligningen.

Lad T vere en kube i legemet med overflade S og n: S — R? vaere en sékaldt ydre normal-
vektor af leengde 1. Dette betyder blot, at for hvert punkt p i overfladen S af kuben 7', sd er n(p)
en vektor, som star vinkelret pa .S, peger udad, og har leengde 1. Da méler

v(p) - n(p)

hastigheden, hvormed varmen forlader (eller, hvis tallet er negativt, treenger ind i) kuben 7' i
netop punktet p. Hvis vi altsd integrerer over S (teenk pa det som summen af integraler over hver
side af kuben for sig — for et passende valg af koordinatsystem svarer dette altsa blot til, at man
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kun integrerer over to af de rumlige koordinater), sd far vi altsd den samlede meengde af varme,
der forlader (hvis integralet er positivt), eller treenger ind i (hvis integralet er negativt), 1"

[l

hvor dA angiver, at vi integrerer over et overfladeareal. At integrere over en overflade af en kube
i R? svarer til, at man “integrerer over endepunkterne” i et interval i R'. At “integrere over en-
depunkter” af et interval betyder blot, at man tager summen af veerdierne i hvert endepunkt. At
gange en “ydre normalvektor af leengde 1” pa integranten i det endimensionelle tilfaelde betyder
tilsvarende, at venstre endepunkt ganges med —1 mens hgjre endepunkt ganges med +1. Alti alt
ender vi altsd med, at den endimensionelle pendant til ovenstdende overfladeintegral i R3 sva-
rer til v(b) — v(a), hvor a og b er hhv. venstre og hejre endepunkt af intervallet. Hvis v ellers er
differentiabel, ser vi nu, at denne sum ogsa kan skrives som

b
v(b) —v(a) = / v'(x) dz.
Det viser sig, at denne formel ogsd har en pendant i R?, som hedder Gauss’ divergenssaetning.

Satning 1.1. Lad T vere en lukket, begreenset delmangde i R® med en overflade S som er orienterbar
(dvs. at man meningsfyldt kan tale om yder- og inderside), stykkevist glat (dvs. at S kan deles op i endeligt
mange dele S = U,;S; hvorpd den ydre normalvektor af lengde 1 n: S; — R® er kontinuert). Lad F veere
en vektorfunktion som har kontinuerte partielt afledede i et domaene som indeholder T Sd er

///TdideV://SF-ndA.

Bruger vi nu antagelsen (1)) og anvender Gauss’ divergenssetning pa udtrykket, far vi

//Sv.ndA:—K//S(gradu)-ndA:—K///Tdiv(gradu)dV:_K///Tv2udV

Vi kan ogsa beregne den totale mengde varme i 7™

H:///TapudV,

Meengden af varme, der forlader 7', ma derfor 0gsd veere

[y

idet der ikke bliver produceret varme i eller fiernet varme i legemet. Altsd har vi at

///ap—dv_—f(///Tv?udv eller /// 2v2 dV:(),

hvor ¢ = a—p skrives som et kvadrat, fordi tallet er positivt. Da dette skal geaelde for alle kuber,
ligegyldigt hvor sm4, bliver integranten nedt til at veere 0 naesten overalt, hvilket for kontinuerte
funktioner medferer, at det geelder overalt. Vi har altsd vist, at antagelserne ferer til varmeligningen

ou
ot
hvis lesning giver temperaturen i et givet punkt til et givet tidspunkt, og konstanten ¢* kaldes den

termiske diffusivitet. Bemeaerk, at varmeligningen ogsa modellerer kemiske diffusionsprocesser, og
derfor ogsa gar under navnet diffusionsligningen.

= *V?u,
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1.2 Lesning af varmeligningen vha. Fourierraekker

Vi vil nu lese den en-dimensionelle varmeligning. Principperne bag lesningsmetoden har vi al-
lerede set den forste gang, vi loste bolgeligningen, og faktisk vil der veere stort sammenfald ikke
blot i principperne, men ogsa i de konkrete udregninger, grundet belge- og varmeligningernes
feellestraek. Det vil dog vise sig, at det er forskellene, der kommer til at dominere, i den forstand
at lesningerne vil opfere sig fundamentalt forskelligt.

Vi begynder med at formulere det problem, vi vil lese. I forste omgang formulerer vi det som
et fysisk problem, og derefter modellerer vi det vha. en passende PDE med begyndelses- og rand-
betingelser. Det fysiske system bestdr af en tynd metalstang eller -trdd, som er perfekt homogen,
har konstant tykkelse, og er fuldsteendigt isoleret, bortset fra i enderne, hvor temperaturen holdes
pa (f] Hvis vi veelger vort koordinatsystem, s& metalfetteren ligger langs z-aksen med den ene
ende iz = 0 og den anden ende i z = L, sa er dens temperatur til tiden 0 beskrevet ved f(z) for
0 < x < L, hvor f er en passende funktion. Det fysiske (og om lidt matematiske) problem bestér
nu i at udregne, hvad temperaturen pa et givet punkt pa stangen er til en vilkdrlig positiv tid.
Med andre ord skal vi finde en funktion u, som opfylder, at

u(z,0) = f(z) ()

0g
u(0,t) =u(L,t) =0 for t>0, 3)

og som opferer sig, som varme vil gore. Til at hdndtere sidstneevnte har vi heldigvis varmelignin-
gen i én dimension

(isoleringen og tykkelsen af stangen gor, at vi kan betragte problemet som en-dimensionelt). Vi
taler om, at vi betragter varmeligningen med begyndelsesbetingelsen (2) og randbetingelsen (3).
Bemeerk, at vi ikke har specificeret hastighedseendringen til tid ¢ = 0 i begyndelsesbetingelsen
som vi gjorde det for belgeligningen. Dette er ikke nedvendigt for varmeligningen, og er en forste
indikation pa, at dette problem opferer sig markant anderledes end tilfeeldet er for bolgeligning-
en. Losningsmetoden bestar af de samme tre trin som for belgeligningen.

Trin 1: Separering af variable-metoden eller produktmetoden

Antag, at losningen kan skrives pa formen u(x,t) = F(z)G(t). Sa er

ou 9%u
R F ! P F// .
TS S - S ve G

Vi saetter disse udtryk ind i varmeligningen og dividerer med ¢?F'G og far

G’ FG'" AFAF'G P
G AFG  AFG  F’
Vi veelger 0 af bekvemmelighedsérsager. Det er relativt simpelt at indse, at differentialligningen er ligeglad med

konstanter, sa vi kunne lige sa vel have valgt temperaturen 10 — hvilken ogsa viser, at der for metoden ikke er forskel
pé, om vi snakker om 0 i eksempelvis °C eller K.




hvor yderste hgjre og yderste venstre udtryk hver iseer kun aftheenger af ¢ hhv. z, og de ma derfor
veere konstante. Vi far derfor

F'—kF=0 og G —ckG=0,

altsd to ODFE'’er, preaecis som for bolgeligningen, med den — afgerende, skal det vise sig — forskel,
at ODE’en for G kun er forsteordens.

Trin 2: Bestemmelse af lasninger, som opfylder randbetingelserne
Idet ligningen for F' er identisk for belge- og varmeligningen far vi med verbatim samme argu-
menter, at k = —p” skal veere negativ, at p = T og at F' derfor er givet som
F(z) = F,(x) = sin(%x), hvor n € N.
Med ), = cp = 9% og k = —p* bliver ODE’en for G altsa
G+ X2G =0,
som har lgsningen
Go(t) = be ™, hvor neN og b, €R.

Hyvis vi altsa skriver .
un(‘T? t) = Fn<x)Gn(t) = by Sln(fl‘) e_’\%t,

sd er u, problemets egenfunktioner med egenveerdier \,,.

Trin 3: Bestemmelse af lasninger, som ogsa opfylder begyndelsesbetingelsen

Indtil videre har vi konstrueret losninger som loser den endimensionelle varmeligning med rand-
betingelserne (3). Med mindre begyndelsesbetingelserne er helt specielle, vil vi i midlertid ikke
have fundet losninger, som opfylder (2). Ideen er igen at tage linearkombinationer af u,’erne,
sd resultatet opfylder begyndelsesbetingelserne. Vi ved fra Theorem 1.5 fra Lektion 10, at vi ma
tage endelige linearkombinationer af losninger og stadig have en losning (da varmeligningen er
homogent linezer). Som for belgeligningen vil vi imidlertid forsege os med en uendelig linearkom-
bination:

S =S psin (P ) e _onm
u(z,t) = ;un(x,t) = ;bn sm( 7 x)e : hvor An = 7 4)
Begyndelsesbetingelsen lyder
>\ . /nm
u(w,0) = " busin () = f(@), 5)
n=1

idet eksponentialfunktionerne fejes af banen af ¢ = 0. Af (5) fremgar det, at b,,’erne altsa skal veere
Fourier-koefficienterne for den ulige 2 L-periodiske udvidelse af f, og er altsd givet ved

b, = %/OL f(z) sin(%x) dz.
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Dette beviser ikke, at u givet ved ovenstdende er en lgsning, blot at en evt. lesning pa formen (4)
nedvendigvis ma veere givet pa denne mdde. Et egentligt bevis er udenfor dette kursus” afgraens-
ning. Vi nojes med at konstatere, at det kan bevises, eksempelvis hvis f er stykkevist kontinuert
og har venstre- og hejreafledede overalt.

Vi bemeerker, at idet A2 > 0, s& vil alle losninger neerme sig nul med eksponentiel hast. At
alle losninger naermer sig nul kan neeppe overraske; en metalfeetter, som ikke bliver tilfert varme,
men som er fuldsteendigt isoleret bortset fra i endepunkterne, hvor den holdes pa nul grader, vil
naturligvis g mod en temperatur pd nul overalt. En anden ting, vi bemeerker, er, at jo storre n,
desto storre A2, og dermed hurtigere konvergens mod 0. Men hvad betyder et hejere n for u,’s
begyndelsesveerdi? Prov at tegne situationen, og overbevis dig selv om, at storre n’er naturligt
ma betyde, at u,, hurtigere konvergerer mod 0!

1.3 Eksempler

Vi vil nu illustrere sidste afsnits afsluttende bemeerkning med et konkret eksempel.

Eksempel 1.2. For at fa nogle tal, man kan forholde sig til, ud af det, antager vi, at vi ser pa en 80
cm lang kobberstang, hvor de fysiske data er som folger: p = 8.92 g/cm?, o = 0.092 cal/(g - °C) og
K =0.95cal/(cm - s - °C). Med disse tal giver ¢ = K/(op) = 1.158 cm?/s.
Vi betragter to tilfeelde. I det ene tilfeelde er begyndelsesbetingelsen f, givet
fa(x) = 100 °Csin( "),

80 cm

i det andet er begyndelsesbetingelsen f;, givet ved
fo(z) = 100 "Csin(22—x).

80 cm

Vi har altsa

100°C for n=1 100°C for n=3
bn a) = o bn = ° .
(fa) {O C ellers 08 () {0 C ellers

idet A} = 1.158 - 72/80% s™' = 0.001785 s™! 0og A\; = 3°)\{ = 0.01607 s~ ' er temperaturudviklingen i
de to tilfeelde altsd givet ved hhv.

uy(x,t) = 100 °C Sin<80wcmw)e—o.oo1785 st

0og

uz(z,t) = 100 “Csin(g2E-x)e 01007 st
(Bemeerk i ovrigt, hvordan enhederne for konstanterne automatisk kommer til at passe, hvis ellers
man gor det rigtigt). Vi vil nu undersoge, hvor hurtigt maksimaltemperaturerne halveres i hhv.
det ene og det andet tilfeelde. Det ses let, at maksimaltemperaturerne antages i hhv. z = 40 cm og
(eksempelvis) = = %9 cm (hvor hhv. den ene og den anden sinus-faktor er 1), og vi skal altsa blot

lose
1 (40 cm, t) = 100 “Ce 001557 = 50°C og  uy(Z em, t) = 100 "Ce 01007 — 50 °C

som giver hhv. ¢ = 388 s = 6.5 min og t = 43 s, og andet tilfaelde koler altsd 9 gange sd hurtigt af
som det forste tilfeelde (hvorfor netop 9?).



Vi vil nu betragte en variant, hvor begyndelsesbetingelsen giver anledning til uendeligt mange
Fourierled, modsat ovenstadende, hvor der kun var brug for ét i hver situation (hhv. (n = 1)- og
(n = 3)-ledet).

Eksempel 1.3. Lad f veere givet ved

f(x) T for 0 <z <40 cm
xr) = .
80ecm —z for 40cm <z < 80 cm

Ved omskalering koefficienterne fra opgave 151 afsnit 11.2, som I blev stillet som opgave til lektion
9, ser vi, at

0 for n € 2N
bu(f) = ¢ 35 for nedN-3.
—3 @ for ned4N-1

Dvs.

320 cm (=)™ o iys
u(z,t) = — Z = 1) sm((éo C?\ x) exp(—(2n — 1)2)\3t)
neN

loser problemet. Men dette viser tydeligt, at for ¢ > 0 geelder det, at jo sterre n er, desto mindre er

bidraget til summen (og jo sterre ¢, desto mindre behover n veere, for ledet bliver lille): ikke nok

med, at der i hvert led indgdr en faktor m, der indgdr ogsé en faktor exp(—(2n — 1)?A3t) (og

sidstnaevnte gar klart hurtigst mod nul). Hvad betyder dette? Jo, det betyder, at sa snart tiden er
startet, vil udtrykket hurtigt domineres af — og dermed veere relativt velbeskrevet ved — nogle f3,
langsomtsvingende sinus-kurver med (n = 1)-ledet 222 sin(-"—x) exp(—Aft) som det klart vig-
tigste. Med andre ord vil selv denne meget skarpe fordeling af varmen i udgangspunktet meget

hurtigt blive glat og rund og ligne en sinus-kurve.
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