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(ii) Af Sætning 9.9 anvendt på funktionen F
j

ser vi, at alle de partielt afledte @F
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i

(x
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) eksisterer, og
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Denne ligning viser, at den j’te række i matricen for Jacobianten L, altså den j’te række i
Jacobi-matricen, er vektoren
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Derfor er Jacobi-matricen for F i x
0

netop den matrix, der er anført i sætningen.

Sætning 9.32
Lad F : U ! Rm være en funktion og lad x

0

2 U . Antag, at de partielt afledte af F ’s koordi-
natfunktioner eksisterer i alle punkter i en åben kugle B

r

(x
0

) ✓ U , og at de derved fremkomne
funktioner

@F
j

@x
i

: B
r

(x
0

) ! R, j = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2, . . . , n

alle er kontinuerte i x
0

. Så er F differentiabel i x
0

.

Bevis. Af Sætning 9.11 følger, at F ’s koordinatfunktioner er differentiable i x
0

, og derefter følger
det af Sætning 9.29, at F er det.

Som for reelle funktioner definerer vi

Definition 9.33
Lad U ✓ Rn være en åben mængde og F : U ! Rm en funktion. Vi siger, at F er kontinuert
differentiabel, når F er differentiabel på U og de partielt afledte @F

j

@x

i

: U ! R, j = 1, 2, . . . ,m,
i = 1, 2, . . . , n af F ’s koordinatfunktioner alle er kontinuerte.

Ved at indføre differentiabilitet af funktioner fra Rn (eller åbne delmængder heraf) ind i Rm

og den dertil hørende Jacobi-matrix er vi blevet i stand til at angive Kædereglen på den mest
strømlinede og mest gennemskuelige facon:

Sætning 9.34 (Kædereglen, 3. udgave)
Lad U ✓ Rn og V ✓ Rm være åbne mængder og lad F : U ! Rm og G : V ! Rk være to
funktioner således, at F (U) ✓ V . Lad u 2 U være et punkt, hvori F er differentiabel, og antag,
at G er differentiabel i punktet F (u) 2 V . Så er den sammensatte funktion G � F : U ! Rk

differentiabel i u, og
D(G � F )(u) = DG(F (u))DF (u).

Sætning:

Kædereglen

Bemærkninger til Sætning 9.34.
(a) Vi bemærker, at DG(F (u)) og DF (u) er matricer, nemlig hhv Jacobi-matricen for G i F (u)

og Jacobi-matricen for F i u, og videre, at matrix-produktet

DG(F (u))DF (u)

har mening, fordi DG(F (u)) er en k ⇥m-matrix og DF (u) en m⇥ n-matrix.
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Derfor er Jacobi-matricen for F i x
0

netop den matrix, der er anført i sætningen.

Sætning 9.32
Lad F : U ! Rm være en funktion og lad x

0

2 U . Antag, at de partielt afledte af F ’s koordi-
natfunktioner eksisterer i alle punkter i en åben kugle B
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Bevis. Af Sætning 9.11 følger, at F ’s koordinatfunktioner er differentiable i x
0

, og derefter følger
det af Sætning 9.29, at F er det.

Som for reelle funktioner definerer vi

Definition 9.33
Lad U ✓ Rn være en åben mængde og F : U ! Rm en funktion. Vi siger, at F er kontinuert
differentiabel, når F er differentiabel på U og de partielt afledte @F

j
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: U ! R, j = 1, 2, . . . ,m,
i = 1, 2, . . . , n af F ’s koordinatfunktioner alle er kontinuerte.

Ved at indføre differentiabilitet af funktioner fra Rn (eller åbne delmængder heraf) ind i Rm

og den dertil hørende Jacobi-matrix er vi blevet i stand til at angive Kædereglen på den mest
strømlinede og mest gennemskuelige facon:

Sætning 9.34 (Kædereglen, 3. udgave)
Lad U ✓ Rn og V ✓ Rm være åbne mængder og lad F : U ! Rm og G : V ! Rk være to
funktioner således, at F (U) ✓ V . Lad u 2 U være et punkt, hvori F er differentiabel, og antag,
at G er differentiabel i punktet F (u) 2 V . Så er den sammensatte funktion G � F : U ! Rk

differentiabel i u, og
D(G � F )(u) = DG(F (u))DF (u).

Sætning:

Kædereglen

Bemærkninger til Sætning 9.34.
(a) Vi bemærker, at DG(F (u)) og DF (u) er matricer, nemlig hhv Jacobi-matricen for G i F (u)

og Jacobi-matricen for F i u, og videre, at matrix-produktet

DG(F (u))DF (u)

har mening, fordi DG(F (u)) er en k ⇥m-matrix og DF (u) en m⇥ n-matrix.
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Vi har hermed bevist, at hvis h > 0, k > 0 og k(h, k)k < r, så eksisterer der punkter (s
1

, t
2

) og
(s

2

, t
1

) med s
1

, s
2

2 ]a, a+ h[ og t
1

, t
2

2 ]b, b+ k[ således, at (9.31) er opfyldt.

(ii) Vi udnytter nu, at for at bevise sætningen er det nok at bevise, at der for alle " > 0 gælder
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Lad altså " > 0 være givet og lad os bevise (9.32). Da @

2
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2
f

@y@x

begge er kontinuerte i x
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,
eksisterer der et � > 0 således, at � < r og
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for alle x 2 B
�
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0

).
Vælg nu h og k således, at k(h, k)k < �, lad (s

1

, t
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) og (s
2

, t
1

) være de punkter, hvis eksistens
fremgår af (i) ovenfor, og bemærk, at begge punkterne (s
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, t
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) ligger i rektanglet R og
dermed i B
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) (se Figur 9.3).
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hvor de sidste uligheder følger af (9.33).
Vi har hermed fået vist (9.32), og dermed er sætningen bevist.

Se Eksempel 9.14 for et gennemregnet eksempel, der illustrerer Sætning 9.17 og Eksempel 9.16
for et modeksempel, der viser, at dens konklusion ikke behøver at være rigtig, hvis de partielt
afledte @

2
f

@y@x

og @

2
f

@x@y

ikke er kontinuerte i x
0

.

Man bruger tit resultatet i Sætning 9.17 i en form, der udtaler sig om alle punkter i en vis mængde
i stedet for blot om ét punkt. Samtidig med, at vi formulerer dette resultat, observerer vi, at selvom
Sætning 9.17 umiddelbart kun handler om funktioner af 2 variable, gælder resultatet for funktioner
af flere variable.

Korollar 9.18
Hvis U ✓ Rn er en åben mængde og f : U ! R er en funktion, hvis blandede partielt afledte af
anden orden findes på hele U og er kontinuerte funktioner, så er

@2f

@x
i

@x
j

(z) =
@2f

@x
j

@x
i

(z)

for alle i, j 2 {1, 2, . . . , n} og alle z 2 U .

Bevis. Lad z = (z
1

, z
2

, . . . , z
n

) 2 U , lad i og j 2 {1, 2, . . . , n} være forskellige og antag for
bestemtheds skyld, at i < j.
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(iii) Bevis for (b)
Hvis b2 > ac, er D > 0, og af 2. og 3. ovenfor ser vi, at uanset om a 6= 0 eller a = 0, antager
polynomiet p(t) både positive og negative værdier. Da

p(t) = at2 + 2bt1 + c12 = ah2

+ 2bhk + ck2 for (h, k) = (t, 1),

gælder der også om polynomiet ah2

+2bhk+ck2, at det både antager positive og negative værdier.

Sætning 9.25 (ABC-kriteriet)
Lad D ✓ R2 og lad f : D ! R være en funktion. Antag, at z

0

= (x
0

, y
0

) 2 D er et kritisk punkt
for f , dvs. at z

0

ligger i det indre af D og rf(z
0

) = 0. Antag yderligere, at de partielt afledte
af f af anden orden eksisterer og er kontinuerte i en åben kugle B

r

(z
0

). Sæt

A =

@2f

@x2

(z
0

), B =

@2f

@x@y
(z

0

), C =

@2f

@y2
(z

0

).

(a) Hvis B2 > AC, har f et saddelpunkt i z
0

, og
(b) hvis B2 < AC, har f et strengt lokalt ekstremum i z

0

.
Det lokale ekstremum i (b) er et strengt lokalt minimum, hvis A > 0 og C > 0, og det

er et strengt lokalt maksimum, hvis A < 0 og C < 0 (A og C har samme fortegn, fordi
AC > 0).

(c) Hvis B2

= AC, giver ABC-kriteriet ingen oplysning om f ’s opførsel i nærheden af z
0

.

Sætning:

ABC-kriteriet

Bevis. (i) Vi skal bevise resultaterne ved at se på f ’s opførsel på linjer gennem z
0

, så lad v = (h, k)
være en enhedsvektor i R2 og lad g være funktionen defineret ved

g(t) = f(z
0

+ tv) = f(x
0

+ th, y
0

+ tk)

og med delmængden
D

g

= {t 2 R | z
0

+ tv 2 D}

af R som sin definitionsmængde.
Da B

r

(z
0

) ✓ D og kvk = 1, er ]�r, r[ ✓ D
g

.
Da f ’s partielt afledte af anden orden eksisterer og er kontinuerte i B

r

(z
0

), følger det af
Sætning 9.11, at de partielt afledte af første orden er differentiable i hele denne kugle.

Så er f ’s partielt afledte af første orden også kontinuerte i B
r

(z
0

), og igen får vi af Sætning 9.11,
at funktionen f selv er differentiabel i B

r

(z
0

).
Kædereglen giver nu, at g er differentiabel i intervallet ]�r, r[ med differentialkvotienten

g0(t) =
@f

@x
(x

0

+ th, y
0

+ tk)h+

@f

@y
(x

0

+ th, y
0

+ tk)k. (9.35)

Da @f

@x

og @f

@y

også er differentiable i B
r

(z
0

), kan Kædereglen bruges på udtrykket for g0(t) på højre
side af denne ligning, og vi får, at g0 er differentiabel i intervallet ]�r, r[ med differentialkvotienten

g00(t) =



@2f

@x2

(x
0

+ th, y
0

+ tk)h+

@2f

@y@x
(x

0

+ th, y
0

+ tk) k

�

h

+



@2f

@x@y
(x

0

+ th, y
0

+ tk)h+

@2f

@y2
(x

0

+ th, y
0

+ tk) k

�

k.



9.6. Differentiable vektorfunktioner 191

9.6 Differentiable vektorfunktioner

Vi skal i dette afsnit studere differentiabilitet af funktioner fra Rn til Rm eller, mere generelt, fra
en delmængde af Rn til Rm, og vi skal se, at hvis vi indfører definitioner, der på passende vis
generaliserer definitionerne for reelle funktioner af flere variable, så kan teorien fra § 9.2 og § 9.3
overføres med ganske små ændringer i formuleringerne.

Afsnittet er tænkt som et supplement til Kapitel 9, og det er ikke en forudsætning for resten af
bogen. Det vil være en god ide først at læse § 6.4.

Definition 9.26 (o-funktion)
Ved en o-funktion fra Rn til Rm forstås en funktion � med værdier i Rm, der er defineret
på en kugle B

r

(0) ✓ Rn, og som opfylder

(a) �(0) = 0, og
(b) � er kontinuert i 0.

Definition:

o-funktion

Definition 9.27 (Differentiabilitet)
Lad U være en åben delmængde af Rn og F : U ! Rm en funktion. Lad x

0

2 U . Vi siger, at F
er differentiabel i x0, hvis der findes en lineær afbildning L : Rn ! Rm og en o-funktion � :

B
r

(0) ! Rm således, at

F (x
0

+ h) = F (x
0

) + L(h) + �(h) khk (9.38)

for alle h 2 B
r

(0).
Vi siger, at F er differentiabel, når F er differentiabel i ethvert punkt af U .

Definition:

Differen-
tiabilitet

Som det var tilfældet for kontinuitet af vektorfunktioner, jf. Sætning 6.47, side 105, kan spørgsmål
om differentiabilitet af en vektorfunktion afgøres ved at se på koordinatfunktionerne.

Vi bemærker først, at det er let at se (og formentlig velkendt fra undervisningen i lineær algebra),
at en funktion L fra hele Rn til Rm er lineær, hvis og kun hvis dens koordinatfunktioner er det.

Det er også let at se, at en funktion � fra en delmængde af Rn til Rm er en o-funktion, hvis og
kun hvis dens koordinatfunktioner er det. Mere udførligt:

Lemma 9.28
(a) Hvis � : B

r

(0) ! Rm er en o-funktion, så er alle �’s koordinatfunktioner �

j

, j =

1, 2, . . . , m, o-funktioner.
(b) Lad �

1

, �
2

, . . . , �
m

være reelle funktioner, hvor �

j

er defineret på en kugle B
r

j

(0) ✓ Rn,
og lad funktionen � være defineret ved

�(x) = (�

1

(x), �

2

(x), . . . , �

m

(x)) .

Hvis alle �

j

er o-funktioner, så er � en o-funktion.

Bevis. (a) Det er klart, at alle �

j

er definerede på kuglen B
r

(0) og at �
j

(0) = 0, og af Sætning 6.47
følger, at de er kontinuerte i 0.

(b) � er defineret på
B

r1(0) \B
r2(0) \ · · · \B

r

m

(0) = B
r

(0),

hvor r = min{r
1

, r
2

, . . . , r
m

} > 0, og det er klart, at �(0) = 0. Af Sætning 6.47 følger, at � er
kontinuert i 0.

Herefter er det klart, at der gælder
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Sætning 9.29
Lad U være en åben delmængde af Rn og F : U ! Rm en funktion, og lad x

0

2 U . Så er F
differentiabel i x

0

, hvis og kun hvis alle F ’s koordinatfunktioner F
j

er det.

Bevis. Overlades til læseren.

Korollar 9.30
Lad U være en åben delmængde af Rn og F : U ! Rm en funktion, og lad x

0

2 U . Hvis F er
differentiabel i x

0

, så er F kontinuert i x
0

.

Bevis. Af Sætning 9.29 følger, at F ’s koordinatfunktioner er differentiable i x
0

, derefter giver
Sætning 9.8, at de er kontinuerte i x

0

, og sluttelig får vi af Sætning 6.47, at F er kontinuert i x
0

.

Som bemærket i forbindelse med Definition 9.7 og Sætning 9.9 gælder der for en differentiabel reel
funktion f af flere variable, at den lineære afbildning L, som indgår i definitionen af differentiabilitet
af f , er entydigt bestemt, og at den kan udtrykkes ved hjælp af f ’s partielt afledte. Vi skal straks
se, at dette også gælder for vektorfunktioner, således at den følgende definition har mening.

Definition 9.31 (Jacobiant)
Den lineære afbildning L, der indgår i (9.38), kaldes for Jacobianten af F i punktet x

0

.
Matricen for L med hensyn til standard-baserne i Rn og Rm kaldes for Jacobi-matricen for
F i x

0

. Den betegnes i det følgende ved symbolet DF (x
0

) .

Definition:

Jacobiant

Sætning 9.2 (Jacobi-matricen)
Lad U være en åben delmængde af Rn og F : U ! Rm en funktion. Hvis F er differentiabel i
punktet x

0

2 U , så eksisterer de partielt afledte @F

j

@x

i

(x
0

), i = 1, 2, . . . , n, af F ’s koordinatfunk-
tioner F

j

, og Jacobi-matricen for F i x
0

er givet ved

DF (x
0

) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

@F
1

@x
1

(x
0

)

@F
1

@x
2

(x
0

) · · · @F
1

@x
n

(x
0

)

@F
2

@x
1

(x
0

)

@F
2

@x
2

(x
0

) · · · @F
2

@x
n

(x
0

)

...
...

. . .
...

@F
m

@x
1

(x
0

)

@F
m

@x
2

(x
0

) · · · @F
m

@x
n

(x
0

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

.

Sætning:

Jacobi-
matricen

Bevis. (i) Lad F være differentiabel i x
0

og lad L : Rn ! Rm være en lineær afbildning således,
at (9.38) er opfyldt. Det bemærkes, at vi ikke gør nogen antagelse om, at L er entydigt bestemt. L
er blot en eller anden lineær afbildning for hvilken (9.38) er opfyldt.

Lad nu F
j

være en vilkårlig af F ’s koordinatfunktioner. Ifølge Sætning 9.29 er F
j

differentiabel
i x

0

, og af beviset for Sætning 9.29 ses det, at den j’te koordinatfunktion L
j

for L kan bruges som
den lineære funktion på Rn, der indgår i betingelsen

F
j

(x
0

+ h) = F
j

(x
0

) + L
j

(h) + '
j

(h) khk

for, at F
j

er differentiabel.
Som bemærket ovenfor bestemmer denne betingelse L

j

entydigt, og da L er bestemt ved sine
koordinatfunktioner, er L ligeledes entydigt bestemt af kravet om, at (9.38) skal være opfyldt.
Specielt ser vi, at det har mening at tale om Jacobianten af F .
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1 Taylors Sætning for funktioner af én variabel

Sætning 1.1 (Taylors Sætning med restled). Lad k P N, x0, x P A Ä R, x ‰ x0 og f : A Ñ R
opfylde, at den j’te afledede f pjq af f eksisterer og er kontinuert p̊a det lukkede interval mellem x0

og x og di↵erentiabel p̊a det åbne interval mellem x0 og x for alle j § k. S̊a findes et punkt c strengt
mellem x0 og x s̊a

fpxq “

kÿ

j“0

f pjq
px0q

j!
px ´ x0q

j

`

f pk`1q
pcq

pk ` 1q!
px ´ x0q

k`1. (1)

Bevis. For x ‰ x0 findes netop én løsning M P R til ligningen

fpxq “

kÿ

j“0

f pjq
px0q

j!
px ´ x0q

j

` Mpx ´ x0q

k`1.

Vi vil vise, at M “

f

pk`1qpcq
pk`1q! for et c mellem x0 og x. For at vise dette, definerer vi funktionen

F : ra, bs Ñ R p̊a følgende måde:

F ptq “

kÿ

j“0

f pjq
ptq

j!
px ´ tqj ` Mpx ´ tqk`1.

Ifølge antagelserne er F kontinuert p̊a det lukkede interval mellem x0 og x og di↵erentiabel p̊a det
åbne interval mellem x0 og x. Vi har valgt M , s̊aledes at F px0q “ fpxq, og vi har desuden, at
F pxq “

f

p0qpxq
0!

00 `

∞
k

j“1
f

pjqpxq
j!

¨ 0j ` M ¨ 0k`1
“ fpxq. Dermed kan vi anvende Middelværdisætningen

p̊a F p̊a intervallet mellem x0 og x og f̊ar eksistensen af et c mellem x0 og x s̊a

F 1
pcq “

F pxq ´ F px0q

x ´ x0

“ 0.

Men

F 1
pcq “ f 1

pcq `

kÿ

j“1

ˆ
f pj`1q

pcq

j!
px ´ cqj ´

f pjq
pcq

pj ´ 1q!
px ´ cqj´1

˙
´ Mpk ` 1qpx ´ cqk,

hvor alle led umiddelbart g̊ar ud med hinanden parvist, bortset fra de to led i

f pk`1q
pcq

k!
px ´ cqk ´ Mpk ` 1qpx ´ cqk,

1



som dermed må summe til 0, da F 1
pcq “ 0, og dermed er

M “

f pk`1q
pcq

pk ` 1qk!
“

f pk`1q
pcq

pk ` 1q!

som p̊ast̊aet.

2 Taylors Sætning for funktioner af flere variable

Før vi formulerer og beviser Taylors Sætning for funktioner af flere variable, vil vi først introducere
en meget nyttig og - anvendt notation.

Definition 2.1 (Multi-indeks-notation). Etmulti-indeks er en n-tupel af ikke-negative heltal ↵ P Nn

0 .
For to multi-indices ↵ “ p↵1,↵2, . . . ,↵n

q, � “ p�1, �2, . . . , �n

q P Nn

0 og et x “ px1, x2, . . . , xn

q P Rn

defineres:

1. Sum/di↵erens: ↵ ˘ � “ p↵1 ˘ �1,↵2 ˘ �2, . . . ,↵n

˘ �
n

q.

2. Absolutværdi: |↵| “

∞
n

i“1↵i

.

3. Fakultet: ↵! “

±
n

i“1 ↵i

!.

4. Potens: x↵

“

±
n

i“1 x
↵

i

i

.

5. Partielt afledet af højere orden: B

↵

“

±
n

i“1 B

↵

i

i

hvor B

↵

i

i

“

B↵

i

Bx↵

i

i

.

Sætning 2.2 (Taylors Sætning med restled). Lad k P N, x0, x P A Ä Rn, x ‰ x0 og f : A Ñ R
opfylde, at B

↵f eksisterer og er di↵erentiabel p̊a linjestykket L “ tp1 ´ tqx0 ` tx P Rn

| t P r0, 1su

mellem x0 og x for |↵| § k. S̊a eksisterer et y P tp1 ´ tqx0 ` tx P Rn

| t P p0, 1qu s̊a

fpxq “

ÿ

|↵|§k

B

↵fpx0q

↵!
px ´ x0q

↵

`

ÿ

|↵|“k`1

B

↵fpyq

↵!
px ´ x0q

↵.

Bevis. Da B

↵f er antaget di↵erentiabel p̊a L for alle |↵| § k, s̊a må L Ä A og x0, x P A være indre
punkter, og vi kan finde et r ° 0 s̊a F : p´r, 1 ` rq Ñ R givet ved F ptq “ fpp1 ´ tqx0 ` txq er
veldefineret og k ` 1 gange di↵erentiabel p̊a r0, 1s. Dermed kan vi anvende Sætning 1.1 p̊a F med
x0 “ 0 og x “ 1:

F p1q “

kÿ

j“0

F pjq
p0q

j!
`

F pk`1q
pcq

pk ` 1q!
,

hvor c P p0, 1q. Kædereglen giver nu:

F pjq
ptq “

ÿ

|↵|“j

j!

↵!
pB

↵fqpp1 ´ tqx0 ` txqpx ´ x0q
↵,

se Opgave 1, hvoraf resultatet følger med y “ p1 ´ cqx0 ` cx.
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ÿ
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Bemærk, at for n “ 1 reducerer Sætning 1.1 til Sætning 2.2, dog med den ekstra antagelse, at
f pk`1q ogs̊a eksisterer i x0 og x.

3 Taylorrækker

Idéen bag Sætning 1.1 og 2.2 er, at man approksimerer en funktion f med et polynomium af grad k –
et s̊akaldt Taylorpolynomium – og kvaliteten af approksimationen kan s̊a vurderes vha. det s̊akaldte
restled:

Definition 3.1 (Restled). Lad antagelserne i Sætning 1.1 være opfyldt. S̊a kaldes

R
k

pxq “

f pk`1q
pcq

pk ` 1q!
px ´ x0q

k`1

i (1) for et restled. Ligeledes kaldes R
k

pxq “

∞
|↵|“k`1

B↵

fpyq
↵!

px ´ x0q
↵ for restledet i Sætning 2.2.

Bemærk i øvrigt, at R
k

pxq ogs̊a afhænger af x gennem hhv. c og y. I Opgave 2 og 3 skal du, givet
en yderligere antagelse, finde vurderinger af restledene, som ikke afhænger af c hhv. y.

Hvis A Ä R og funktionen f : A Ñ R er uendeligt ofte di↵erentiabel,1 dvs. hvis f pkq eksisterer for
alle k P N, s̊a kan vi naturligvis finde et Taylorpolynomium af vilk̊arlig høj grad. Dette fører naturligt
til følgende definition.

Definition 3.2 (Taylorrække). Lad x0 P A Ä R og f : A Ñ R være uendeligt ofte di↵erentiabel. S̊a
kaldes 8ÿ

k“0

f pkq
px0q

k!
px ´ x0q

k

for Taylorrækken for f i punktet x0.

Det er klart, at sætter vi T
f

pxq “

∞8
k“0

f

pkqpx0q
k!

px ´ x0q

k, s̊a er T
f

px0q “ fpx0q. Det er dog langt
fra sikkert, at T

f

pxq “ fpxq for andre x P A, eksempelvis kan rækken have konvergensradius 0. Hvad
værre er, selv, hvis rækken har positiv – s̊agar uendelig – konvergensradius, kan vi have at T

f

‰ f .
Se Opgave 4 for et eksempel.

Funktioner, som er lig med deres Taylorrækker, viser sig at være s̊a specielle, at de fortjener et
navn.

Definition 3.3 (Analytisk funktion). Lad A Ä R og f : A Ñ R være uendeligt ofte di↵erentiabel.
Hvis der for ethvert x0 P A findes et R ° 0 s̊a

fpxq “

8ÿ

k“0

f pkq
px0q

k!
px ´ x0q

k

for x P B
R

px0q, s̊a kaldes f (reel) analytisk.

1
Man kalder sommetider en uendeligt ofte di↵erentiabel funktion for glat.
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Vi skal senere se, at potensrækker er analytiske indenfor deres konvergensradius, og det vil fremg̊a
af beviset, at man kan di↵erentiere potensrækker med positiv konvergensradius ledvist.

4 Lokale ekstrema for funktioner af flere variable

I dette afsnit vil vi anvende Taylors Sætning til at finde kriterier for, om kritiske punkter er lokale
ekstrema eller saddelpunkter. Vi begynder med nogle definitioner og småresultater.

Definition 4.1 (Hilbert-Schmidt-norm af en matrix). Lad A “ pa
ij

q

n

i,j“1 være en n ˆ n-matrix. S̊a
kaldes

kAkHS “

d
nÿ

i,j“1

a2
ij

for A’s Hilbert-Schmidt-norm.

Lemma 4.2. Lad A “ pa
ij

q

n

i,j“1 være en n ˆ n-matrix og x P Rn. S̊a er

kAxk § kAkHSkxk.

Bevis. Idet Cauchy-Schwartz giver

kAxk2 “

nÿ

i“1

kpAxq

i

k2 “

nÿ

i“1

p

nÿ

j“1

a
ij

x
j

q

2
§

nÿ

i“1

nÿ

k“1

|a
ik

|2
nÿ

`“1

|x
`

|2 “ kAk2HSkxk2,

f̊as resultatet ved at tage kvadratroden.

Definition 4.3 (k gange kontinuert di↵erentiabel). Lad A Ä Rn være en åben mængde og lad
f : A Ñ R have kontinuerte partielt afledede op til og med k’te orden. S̊a siges f at være k gange
kontinuert di↵erentiabel og vi skriver f P Ck

pAq.

Definition 4.4 (Hesse-matrix). Lad x P A Ä Rn, A åben og f P C2
pAq. S̊a kaldes matricen Hpxq

givet ved

h
ij

pxq “

B

2fpxq

Bx
i

Bx
j

, Hpxq “ ph
ij

pxqq

n

i,j“1

for Hesse-matricen for f i x.

Da f P C2
pAq er Hpxq symmetrisk jf. Sætning 9.17 i bogen.

Lemma 4.5. Lad x, x0 P A Ä Rn opfylde at A er åben og at L “ tp1´ tqx0 ` tx P Rn

| t P r0, 1su Ä A,
og antag at f P C2

pAq. S̊a findes et y P tp1 ´ tqx0 ` tx P Rn

| t P p0, 1qu s̊a

fpxq “ fpx0q ` xrfpx0q, x ´ x0y `

1

2
xx ´ x0, Hpyqpx ´ x0qy.

Bevis. Opgave 6.

Sætning 4.6. Antag at A Ä Rn er åben, at f P C2
pAq, at x0 P A er et kritisk punkt for f og at alle

Hesse-matricen Hpx0q’s egenværdier er positive. S̊a er x0 et lokalt minimumspunkt for f . Hvis alle
Hpx0q’s egenværdier omvendt er negative, er x0 et lokalt maksimumspunkt for f .
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Bevis. Antag uden tab af generalitet at alle egenværdier for Hpx0q er positive. Da Hpx0q er reel
og symmetrisk er den selvadjungeret og spektralsætningen giver, at Hpx0q har n reelle, ortonormale
egenvektorer e

i

, i “ 1, . . . , n med tilhørende egenværdier �
i

. Vi kan derfor for z P Rn skrive

z “

nÿ

i“1

xz, e
i

ye
i

og dermed

Hpx0qz “

nÿ

i“1

xz, e
i

y�
i

e
i

eller

xz,Hpx0qzy “

nÿ

i“1

�
i

xz, e
i

y

2.

Lad m “ mint�
i

| i P t1, . . . , nuu ° 0. S̊a er

xz,Hpx0qzy “

nÿ

i“1

�
i

xz, e
i

y

2
•

nÿ

i“1

mxz, e
i

y

2
“ mkzk2.

Sæt Apxq “ Hpyq ´ Hpx0q, som afhænger af x gennem y P tp1 ´ tqx0 ` tx P Rn

| t P p0, 1qu.
Da f P C2

pAq er kApxqkHS kontinuert og vi kan finde r ° 0 s̊a x P B
r

px0qztx0u medfører, at
kApxqkHS §

1
2
m. Anvender vi nu Lemma 4.5 p̊a x P B

r

px0q f̊as

fpxq “ fpx0q ` xrfpx0q, x ´ x0y `

1

2
xx ´ x0, Hpyqpx ´ x0qy

“ fpx0q ` 0 `

1

2
pxx ´ x0, Hpx0qpx ´ x0qy ` xx ´ x0, Apxqpx ´ x0qyq

• fpx0q `

1

2
kx ´ x0k2pm ´

1
2
mq “ fpx0q `

mkx ´ x0k2

4
,

hvor vi igen brugte Cauchy-Schwartz.

Sætning 4.7. Antag at A Ä Rn er åben, at f P C2
pAq, at x0 P A er et kritisk punkt for f og at

Hesse-matricen Hpx0q har b̊ade positive og negative egenværdier. S̊a er x0 et saddelpunkt for f .

Bevis. Lad e` være en normeret egenvektor for Hpx0q med positiv egenværdi �` og e´ en normeret
egenvektor for Hpx0q med negativ egenværdi �´. Lad Apxq “ Hpyq ´ Hpx0q som i beviset for
Sætning 4.6. Vælg r ° 0 s̊a kApxqkHS §

1
2
mint|�˘|u for x P B

r

px0qztx0u. S̊a giver Lemma 4.5 for
0 † |t| † r

fpx0 ` te`q “ fpx0q `

1

2
pxte`, Hpx0qte`y ` xte`, Apx0 ` te`qte`yq

• fpx0q `

t2

2
p�` ´

1
2
�`q “ fpx0q `

t2�`
4

og tilsvarende f̊as

fpx0 ` te´q “ fpx0q `

1

2
pxte´, Hpx0qte´y ` xte´, Apx0 ` te´qte´yq

§ fpx0q `

t2

2
p�´ `

1

2
|�´|q “ fpx0q `

t2�´
4

.

Da �` ° 0 og �´ † 0 er fpx0q s̊aledes hverken lokalt maksimum eller minimum.
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Power series are analytic

Horia Cornean1

1 The exponential and the logarithm

For every x 2 R we define the function given by

exp(x) := 1 + x+
x

2

2
+ · · ·+ x

n

n!
+ · · · =

X

n�0

x

n

n!
.

If x = 0 we have exp(0) = 1. If x 6= 0, consider the series
P

n�0 ↵n

given by ↵

n

= x

n

n! . Using the
ratio criterion we have:

|↵
n+1|
|↵

n

| =
|x|

n+ 1
! 0 < 1 when n ! 1,

which shows that the series defining exp(x) converges absolutely for all x 2 R.
We want to prove that the exponential is everywhere di↵erentiable. Fix a 2 R and let h 2 R.

Define the function

F (h) := (h+ a)n, n � 2. (1.1)

The Taylor formula with remainder provides us with a c = c

n,a,h

between 0 and h such that
F (h) = F (0) + F

0(0)h+ F

00(c)h2
/2, or:

(h+ a)n � a

n = na

n�1
h+

n(n� 1)

2
h

2(c
n,a,h

+ a)n�2
, (1.2)

which leads to:

(h+ a)n

n!
� a

n

n!
=

a

n�1

(n� 1)!
h+

(c
n,a,h

+ a)n�2

2(n� 2)!
h

2
, n � 2. (1.3)

Thus if h 6= 0:

exp(h+ a)� exp(a)

h

= 1 +
1

h

X

n�2

✓
(h+ a)n

n!
� a

n

n!

◆
= 1 +

X

n�2

a

n�1

(n� 1)!
+

h

2

X

n�2

(c
n,a,h

+ a)n�2

(n� 2)!
.

Note first that 1 +
P

n�2
a

n�1

(n�1)! = exp(a). Moreover, since |c
n,a,h

+ a|  |a|+ |h| we may write:

����
exp(h+ a)� exp(a)

h

� exp(a)

���� 
|h|
2

X

n�2

(|a|+ |h|)n�2

(n� 2)!
=

|h| exp(|a|+ |h|)
2

 |h| exp(|a|+ 1)

2
,

which holds for every 0 < |h|  1. It follows that the exponential function is di↵erentiable at a

and exp0(a) = exp(a).

Theorem 1.1. We have that exp(�x) exp(x) = 1 and exp(x) > 0 for all x 2 R. Moreover,

exp(a+ b) = exp(a) exp(b) for all a, b 2 R. Define the logarithm function

ln(x) :=

Z
x

1

1

t

dt, x > 0.

Then we have ln(exp(x)) = x for all x 2 R, and exp(ln(x)) = x for all x > 0.

1IMF, AAU, February 18, 2015
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Proof. We know that exp(0) = 1 and exp0(x) = exp(x) holds on R. Define the function f(x) =
exp(�x) exp(x). Then f is di↵erentiable and

f(0) = 1, f

0(x) = 0, 8x 2 R.

Hence f(x) = 1 on R, which proves that exp(�x) exp(x) = 1 for all x 2 R. The same identity
shows that exp(x) can never be zero. Now since exp(0) = 1 > 0 and because exp is continuous
(being di↵erentiable), it cannot change sign because it would have to go through a zero (remember
the intermediate value theorem). Hence exp(x) > 0 on R.

Now define the function g(x) = exp(�x � b) exp(x) exp(b) for some fixed b. We again have
g(0) = 1 and g

0(x) = 0 for all x 2 R, hence exp(�x � b) exp(x) exp(b) = 1 on R. Multiply with
exp(x+ b) on both sides and obtain exp(x) exp(b) = exp(x+ b) on R.

The logarithm function is defined to be a primitive of 1/x, i.e.:

ln0(x) =
1

x

, ln(1) = 0.

Define f(x) = ln(exp(x))� x on R, which is possible because exp(x) > 0. We have f(0) = 0 and
f

0(x) = 0 for all x 2 R, hence ln(exp(x)) = x on R.
If x > 0, consider the function f(x) = 1

x

exp(ln(x)). We have that f(1) = 1 and f

0(x) = 0 for
all x > 0, hence exp(ln(x)) = x for all x > 0.

We have just proved that the exponential and the logarithm are inverses to each other.

Corollary 1.2. We have ln(ab) = ln(a)+ ln(b) for all a, b > 0. Moreover, ln(yx) = x ln(y) for all

y > 0 and x 2 R. Thus if y > 0 and x 2 R, we have y

x = exp(x ln(y)).

Proof. Since
exp(ln(ab)) = ab = exp(ln(a)) exp(ln(b)) = exp(ln(a) + ln(b)),

we must have ln(ab) = ln(a) + ln(b) due to the injectivity of exp. If ab = 1 we have 0 =
ln(a) + ln(a�1), or ln(a�1) = � ln(a). Now if a = b we get ln(a2) = 2 ln(a). By induction, we
obtain that ln(an) = n ln(a) for all n 2 N. Replacing a in the last identity with b

1/n we obtain
ln(b1/n) = 1

n

ln(b). Thus ln(b
m
n ) = m

n

ln(b). Moreover, ln(b�
m
n ) = �m

n

ln(b).
Thus we have just proved that for every rational number r and for every positive number y > 0

we have ln(yr) = r ln(y). This implies yr = exp(r ln(y)) for every rational number r. Finally, we
use that every real number x is the limit of a sequence of rational numbers, together with the
continuity of exp.

Corollary 1.3. Let ↵,�, � > 0. We have that

lim
x!1

x

↵

exp(�x)
= lim

x!1

ln(x)

x

�

= 0. (1.4)

Proof. Let N be an integer such that ↵ < N . We have the inequality:

exp(�x) � 1 + �x+ · · ·+ �

N

x

N

N !
� �

N

x

N

N !
, 8x > 0.

Then:

0  x

↵

exp(�x)
 N !

�

N

x

N�↵

! 0 when x ! 1.

Now if � > 0 and x > 0 we have x

� = exp(� ln(x)). Denote by y = ln(x). Then we have:

lim
x!1

ln(x)

x

�

= lim
y!1

y

exp(�y)
= 0.
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Now we have to prove (3.8). First of all, because

��
X

m�0

↵

nm

�� 
X

m�0

|↵
nm

|, 8n � 0

we have that
P

n�0

�P
m�0 ↵nm

) is absolutely convergent. The same holds true for the series in
the right hand side of (3.8). Thus we only need to prove that the two double series are equal.

If N and M are finite natural numbers we have:

MX

m=0

NX

n=0

↵

nm

=
NX

n=0

MX

m=0

↵

nm

, (3.12)

which implies:

MX

m=0

X

n�0

↵

nm

�
NX

n=0

X

m�0

↵

nm

=
MX

m=0

X

n>N

↵

nm

�
NX

n=0

X

m>M

↵

nm

, (3.13)

which leads to:
������

MX

m=0

X

n�0

↵

nm

�
NX

n=0

X

m�0

↵

nm

������


X

m�0

X

n>N

|↵
nm

|+
X

n�0

X

m>M

|↵
nm

|. (3.14)

Now we use (3.7) in (3.14): take both M and N to infinity, and obtain:

������

X

m�0

X

n�0

↵

nm

�
X

n�0

X

m�0

↵

nm

������
 0

which ends the proof.

4 Power series are analytic functions

Let {a
n

}
n�0 ⇢ R such that lim sup

n!1 |a
n

|1/n < 1. Define r = 1/{lim sup
n!1 |a

n

|1/n} if
lim sup

n!1 |a
n

|1/n > 0 and r = 1 if lim sup
n!1 |a

n

|1/n = 0.
Let 0 < R < r and define f : (x0 �R, x0 +R) 7! R given by:

f(x) :=
X

n�0

a

n

(x� x0)
n

.

The series is absolutely convergent because lim sup
n!1 |a

n

(x� x0)n|1/n = |x�x0|
r

< 1.

Theorem 4.1. Let b 2 (x0�R, x0+R) be an arbitrary point. Then f is indefinitely di↵erentiable

at b, and for every t 2 (x0 �R, x0 +R) with |t� b| < R� |b� x0| we have:

f(t) =
X

m�0

f

(m)(b)

m!
(t� b)m,

where the Taylor series is absolutely convergent.

Proof. Denote by ↵

nm

:= n(n� 1) . . . (n�m+ 1)a
n

if m � 1. Note that if n > k we have:

(n� k)1/n = exp(ln[(n� k)1/n]) = exp

✓
ln(n� k)

n

◆
= exp

✓
ln(n) + ln(1� k/n)

n

◆

5



Bevis. Først vises, at K er lukket. Antag for modstrid, at K ikke er lukket; s̊a er Kc ikke
åben. S̊a eksisterer et punkt a P K

c som ikke er et indre punkt. Dvs. at for ethvert n P N
er á

B

1
n

paq X K ‰ H (hvorfor?). Da a R K er

!
á
B

1
n

paqc
)8

n“1

en åben overdækning af K. Men da á
B

1
n

paq XK ‰ H kan den ikke udtyndes til en endelig

overdækning (hvorfor?).
Lad K Ä X være kompakt og a P X. Da X “ î8

n“1

B

n

paq, s̊a findes en endelig
udtynding af tB

n

paqu8
n“1

, s̊aK Ä î
iPJ Bn

i

paq “ B

maxtn
i

|iPJupaq. Alts̊a erK begrænset.

2.2 Følgekompakthed er kompakthed

Dette afsnit er ikke nødvendigt for forst̊aelsen af de andre afsnit, til gengæld overflødiggør
det beviset for Heine-Borels Sætning i Afsnit 2.3.

For at vise ækvivalensen af kompakthed og følgekompakthed f̊ar vi brug for begrebet
fortætningspunkt.

Definition 2.10 (Fortætningspunkt). Lad pX, dq være et metrisk rum, a P X, og lad
tx

n

u8
n“1

være en følge af punkter x

n

P X. Hvis der for ethvert r ° 0 og ethvert N P N
eksisterer et n • N s̊a x

n

P B

r

paq, s̊a kaldes a et fortætningspunkt for tx
n

u8
n“1

.

Lemma 2.11. Lad tx
n

u8
n“1

være en følge i det metriske rum pX, dq og lad a P X være et
fortætningspunkt for tx

n

u8
n“1

. S̊a findes en delfølge tx
n

k

u8
k“1

s̊a lim
kÑ8 x

n

k

“ a.

Bevis. Vi definerer n

k

p̊a følgende måde: Lad n

0

“ 1. For k P N defineres n

k

rekursivt
ved at sætte r “ 1

k

og N “ n

k´1

` 1 og lade n

k

“ n være et n • N som opfylder, at
x

n

P B

r

paq. S̊a er n

k`1

° n

k

og x

n

k

P B

1
k

paq, og tx
n

k

u8
k“1

er s̊aledes en delfølge, som
konvergerer mod a.

Omend vil ikke skal bruge det, er det værd at bemærke, at der omvendt ogs̊a gælder:

Proposition 2.12. Lad tx
n

u8
n“1

være en følge i det metriske rum pX, dq og lad a P X. An-
tag, at der eksisterer en delfølge tx

n

k

u8
k“1

, s̊a lim
kÑ8 x

n

k

“ a. S̊a er a et fortætningspunkt
for tx

n

u8
n“1

.

Bevis. Lad r ° 0 og N P N være givet. Da lim
kÑ8 x

n

k

“ a eksisterer et K P N, s̊a k • K

medfører, at x
n

k

P B

r

paq. Sæt M “ maxtN,Ku. S̊a er n
M

• N og x

n

M

P B

r

paq.
Sætning 2.13 (Ækvivalens af kompakthed og følgekompakthed i metriske rum). Lad
pX, dq være et metrisk rum og K Ä X en delmængde. S̊a er K kompakt hvis og kun hvis
K er følgekompakt.

Bevis for, at kompakthed medfører følgekompakthed. Antag for modstrid, at K er kom-
pakt, men at der eksisterer en følge ta

n

u8
n“1

af punkter a
n

P K som ikke har en delfølge,
der konvergerer mod et punkt i K. Lad A “ ta

n

P K | n P Nu. Lemma 2.11 giver, at intet
element i K er et fortætningspunkt for ta

n

u8
n“1

. For alle x P K eksisterer derfor et r
x

° 0,

8



The next lemma recalls a general result which says that real continuous functions defined on
compact sets attain their extremal values.

Lemma 4.5. Let (X, d) be a metric space and let H ⇢ X be a compact set. Let f : H 7! R
be continuous on H. Then there exist xm and xM in H such that f(xM ) = supx2H f(x) and

f(xm) = infx2H f(x).

Proof. We only prove this for supx2H f(x). Let B := f(H) ⇢ R. Let us show that there exists a
sequence {xn}n�1 ⇢ H such that limn!1 f(xn) = supx2H f(x) = sup(B).

Since B is compact, it is bounded. Thus sup(B) = supx2H f(x) < 1. For every n � 1 we
know that sup(B) � 1/n is not an upper bound for B, thus there must exist xn 2 H such that
sup(B)� 1/n < f(xn)  sup(B). Thus limn!1 f(xn) = sup(B).

Because H is compact, we can find a subsequence {xn
k

}k�1 which converges towards some
point a 2 H. Since f is continuous, we have that limk!1 f(xn

k

) = f(a). Since {f(xn
k

)}k�1 is a
subsequence of the convergent sequence {f(xn)}n�1, we must have f(a) = sup(B). Thus we can
choose xM to be a.

We say that f : A 7! Y is uniformly continuous on A if for every ✏ > 0 there exists � > 0 such
that ⇢(f(x), f(y)) < ✏ as soon as x, y 2 A and d(x, y) < �. Clearly, if f is uniformly continuous on
A then it is also continuous. The next result gives su�cient conditions for the reciprocal statement:

Lemma 4.6. Let (X, d) and (Y, ⇢) be two metric spaces and let H ⇢ X be a compact set. Let

f : H 7! Y be continuous on H. Then f is uniformly continuous on H.

Proof. Assume that the conclusion is false. Then there exists ✏0 > 0 such that regardless how large
n � 1 is, we may find two points xn and yn in H which obey d(xn, yn) <

1
n and ⇢(f(xn), f(yn)) �

✏0. Since H is sequentially compact, there exists a subsequence {xn
k

}k�1 which converges to some
point a 2 H. Because d(yn

k

, a)  1
k + d(xn

k

, a) for all k � 1, it follows that yn
k

also converges to
a. The function f is sequentially compact at a, thus both f(xn

k

) and f(yn
k

) converge to f(a). In
particular, this contradicts our assumption that ⇢(f(xn

k

), f(yn
k

)) � ✏0 for all k.

5 Banach’s fixed point theorem

Definition 5.1. Let (X, d) be a metric space. A map F : X ! X is called a contraction if there

exists ↵ 2 [0, 1) such that:

d(F (x), F (y))  ↵d(x, y), 8x, y 2 X. (5.2)

A point x 2 X is a fixed point for F if F (x) = x.

Theorem 5.2. Let (X, d) be a complete metric space and F : X ! X a contraction. Then F has

a unique fixed point.

Proof. Vi start by showing uniqueness. Assume that there exist a, b 2 X such that F (a) = a and
F (b) = b. Then (5.2) implies that

0  d(a, b) = d(F (a), F (b))  ↵d(a, b), (1� ↵)d(a, b)  0,

i.e. d(a, b) = 0 and a = b.
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Proposition 6.1. Let (A, d) be a metric space, (Y, || · ||) a normed space, and H an arbitrary

non-empty subset of A. We define

B(H;Y ) := {f : H ! Y : sup
x2H

||f(x)|| < 1}.

Define || · ||1 : B(H;Y ) ! R+, ||f ||1 := supx2H ||f(x)||. Then the space (B(H;Y ), || · ||1) is a
normed space, and the map d1(f, g) := ||f � g||1 defines a metric.

Proof. We first check the three conditions for being a norm. We have ||f ||1 = 0 if and only if
||f(x)|| = 0 for all x 2 H, which is equivalent with f = 0 and this proves (1).

If � = 0, (2) follows from (1). Hence we may assume that � 6= 0. Since ||�f(x)|| = |�| ||f(x)||
for all x we have

||�f(x)|| = |�| ||f(x)||  |�| sup
y2H

||f(y)|| = |�| ||f ||1

which shows that |�| ||f ||1 is an upper bound for all the numbers of the form ||�f(x)||. Hence:

||�f ||1 = sup
x2H

||�f(x)||  |�| ||f ||1.

On the other hand,

||f(x)|| = 1

|�| ||�f(x)|| 
1

|�| ||�f ||1

which means that 1
|�| ||�f ||1 is an upper bound for all the numbers of the form ||f(x)||. Hence:

||f ||1  1

|�| ||�f ||1, or |�| ||f ||1  ||�f ||1.

Thus |�| ||f ||1 = ||�f ||1 and (2) is proved.
Finally, let us prove the triangle inequality (3). Fix f, g 2 B(H;Y ) and for every x 2 H we

apply the triangle inequality in (Y, || · ||):

||f(x) + g(x)||  ||f(x)||+ ||g(x)||  ||f ||1 + ||g||1.

Thus ||f ||1 + ||g||1 is an upper bound for the set {||f(x) + g(x)|| : x 2 H}, hence

sup
x2H

||f(x) + g(x)|| = ||f + g||1  ||f ||1 + ||g||1.

Note that d1(f, g) := ||f � g||1 is the metric induced by the norm.

Proposition 6.2. Denote by C(H;Y ) the subset of B(H;Y ) where the functions are also contin-

uous. Assume that (Y, || · ||) is a Banach space (a complete normed space). Then (C(H;Y ), || · ||1)
is a Banach space, too.

Proof. We need to prove that every Cauchy sequence is convergent. Assume that {fn}n�1 ⇢
C(H;Y ) is Cauchy, i.e. for every ✏ > 0 one can find NC(✏) > 0 such that ||fp � fq||1 < ✏ if
p, q > NC(✏). We have to show that the sequence has a limit f which belongs to C(H;Y ).

We first construct f . For every x 2 H we consider the sequence {fn(x)}n�1 ⇢ Y . Note the
conceptual di↵erence between {fn(x)}n�1 (a sequence of vectors from Y ) and {fn}n�1 (a sequence
of functions from C(H;Y )). Because

||fp(x)� fq(x)||  ||fp � fq||1
we have that the sequence {fn(x)}n�1 is Cauchy in Y . Since Y is complete, then {fn(x)}n�1

must have a limit in Y . We denote it with f(x). Moreover, since {fn}n�1 is Cauchy it must be
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7. april 2016

Analyse 2

For̊ar 2016

Ugeseddel 10 – Uge 14

Sidste uges forelæsninger handlede om Banachs fikspunktssætning og lo-
kal eksistens og entydighed af løsninger til ordinære di↵erentialligninger,
svarende til kapitel 5 og 6 i Horias noter.

Eksistens- og entydighedssætningen blev skrevet med en suboptimal
skriftstørrelse p̊a tavlen, og formuleringen i Horias noter indeholder ikke
alle antagelserne, s̊a den gengives som en særlig service nedenfor:

Sætning. Lad I Ä R være et interval, U Ä Rd
en åben mængde, og t0 P I,

y0 P U , r0, �0 ° 0 opfylde, at

ÖBr0py0q Ä U og rt0 ´ �0, t0 ` �0s Ä I. Lad
f : IˆU Ñ Rd

være en kontinuert funktion, som opfylder følgende Lipschitz-

betingelse p̊a mængden H0 “ rt0 ´ �0, t0 ` �0s ˆ ÖBr0py0q: der eksisterer et

L ° 0 s̊a

kfpt, xq ´ fpt, yqk § Lkx ´ yk @t P rt0 ´ �0, t0 ` �0s, @x, y P ÖBr0py0q.
Definér M “ suppt,xqPH0

kfpt, xqk og �1 “ mint�0, r0
M
, L´1u. S̊a findes netop

én løsning y : pt0 ´ �1, t0 ` �1q Ñ ÖBr0py0q til begyndelsesværdiproblemet

y1ptq “ fpt, yptqq, ypt0q “ y0.

Trettende kursusgang: Tirsdag d. 5. april kl. 12:30 til 16:15

12:30–16:15: Selvstudium/opgaveregning i grupperum

Regn videre i Horias opgavesæt om di↵erentialligninger. Jeg er til
r̊adighed, og I er selvfølgelig ogs̊a velkomne til at regne eventuelle
hængepartier fra tidligere.

Fjortende kursusgang: Torsdag d. 7. april kl. 12:30 til 16:15

12:30–16:15: Selvstudium/opgaveregning i grupperum

Regn opgave 7 i Horias opgavesæt om punktvis og uniform konvergens.
Jeg er interneret i Hobro og dermed desværre ikke tilstede.

Næste uge – uge 15 – fortsætter vi gennemgangen af Horias noter og viser
sætningen om implicit givne funktioner.

Med venlig hilsen

Morten Grud Rasmussen

1

http://people.math.aau.dk/~cornean/analyse2_F15/opgave-difflign.pdf
http://people.math.aau.dk/~cornean/analyse2_F15/opgave-punktvis-ligelig-konv.pdf


Let d = m+ n with 1  m,n < d. A vector x 2 Rd can be uniquely decomposed as x = [u,w]
with u 2 Rm and w 2 Rn. Let U 2 Rd be an open set and h : U 7! Rm be a C1(U ;Rm) function.
We denote by:

[D
u

h([u0,w0])] :=

⇢
@hk

@uj
([u0,w0]) : 1  j, k  m

�
2 L(Rm,Rm),

and

[D
w

h([u0,w0])] :=

⇢
@hk

@wj
([u0,w0]) : 1  k  m, 1  j  n

�
2 L(Rn,Rm)

the partial Jacobi matrices of h. We also have:

[Dh([u0,w0])] = [D
u

h([u0,w0]);D
w

h([u0,w0])] 2 L(Rd,Rm).

We can now formulate the implicit function theorem.

Theorem 7.4. Let U ⇢ Rd
be an open set and h : U 7! Rm

be a C1(U ;Rm) function. Assume

that there exists a point a = [u
a

,w
a

] 2 U such that h(a) = 0 and the m ⇥ m partial Jacobi

matrix [D
u

h(a)] is invertible. Then there exists an open set E ⇢ Rn
containing w

a

and a map

f : E 7! Rm
which obeys f(w

a

) = u
a

and h([f(w),w]) = 0 for all w 2 E. Moreover, the matrix

[D
u

h([f(w),w])] is invertible if w 2 E and all entries of its inverse are continuous on E. Finally,

f is continuously di↵erentiable on E and we have:

[Df(w)] = �[D
u

h([f(w),w])]�1 [D
w

h([f(w),w])] 2 L(Rn,Rm), 8w 2 E. (7.4)

Proof. The point a is an interior point of U , hence there exists r > 0 such that Br(a) ⇢ U . Thus
for every x = [u,w] 2 Br(a) we have

||x� a||2Rd

= ||u� u
a

||2Rm

+ ||w �w
a

||2Rn

< r2.

If ✏ < r/
p
2, let Pn(✏) be the open ball B✏(wa

) ⇢ Rn and Qm(✏) be the open ball B✏(ua

) ⇢ Rm.
Then one can verify that Qm(✏)⇥ Pn(✏) ⇢ Br(a) ⇢ U .

For every w 2 Pn(✏), define the map F
w

: Qm(✏) 7! Rm given by

F
w

(u) := u� [D
u

h(a)]�1h([u,w]).

The main idea behind the construction is to show that there exists a constant C > 0 and some
small some enough ✏1 < r/

p
2 such that for every ✏  ✏1 and for every ||w � w

a

||Rn < ✏/(10C)
the following two facts hold true:

1. F
w

⇣
Qm(✏)

⌘
⇢ Qm(✏) and

2. F
w

: Qm(✏) 7! Qm(✏) is a contraction.

Then Banach’s Fixed Point Theorem provides us with a unique u
w

2 Qm(✏) such that F
w

(u
w

) =
u
w

. This would imply that [D
u

h(a)]�1h([u
w

,w]) = 0; multiplying with [D
u

h(a)] on the left
leads to h([u

w

,w]) = 0. This is how we construct the map f(w) := u
w

for all w obeying
||w � w

a

||Rn < ✏1/(10C). In the second part of the proof one needs to show that f is also
continuously di↵erentiable when restricted to a ball around w

a

and obeys (7.4). Technical details
are given below.

Step 1: constructing f(w) as a fixed point.
Let us start with an estimate which will play an important role in what follows. We want to

prove that there exists some 0 < ✏1 < r/
p
2 small enough such that for every ✏  ✏1 and w 2 Pn(✏)

we have:

||F
w

(u)� F
w

(u0)||Rm  1

10
||u� u0||Rm , 8u,u0 2 Qm(✏). (7.5)
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Here is the Inverse Function Theorem:

Theorem 8.3. Let O ⇢ Rm
be an open set containing u0. Let g 2 C1(O;Rm) such that

[Dg(u0)] 2 L(Rm,Rm) is invertible, and g is injective on O. Then there exists an open ball

E ⇢ Rm
which contains w0 := g(u0), and a function f : E 7! O such that the following facts hold

true:

(i). The set V = f(E) equals g�1(E) and is open in Rm
;

(ii). g(f(w)) = w on E and f(g(u)) = u on V , hence they are local inverses to each other;

(iii). The function f is a C1(V ) function, [Dg(f(w))] is invertible on E and we have:

[Df(w)] = [Dg(f(w))]�1.

Proof. The set U := O⇥Rm ⇢ R2m is open. Define h : U 7! Rm given by h([u,w]) := g(u)�w.
Denote by a := [u0,w0]. Then h 2 C1(U), h(a) = 0, and [D

u

h(a)] = [Dg(u0)] is invertible.
Thus the conditions of the Implicit Function Theorem are satisfied and we can find an open ball
E ⇢ Rm containing g(u0) = w0 and a function f 2 C1(E) such that h([f(w),w]) = 0 on E. In
other words, g(f(w)) = w for every w 2 E. This equality shows in particular that g(y) 2 E if y
is of the form f(w) with w 2 E. In other words, f(E) ⇢ g�1(E).

Now let us show that in fact f(E) = g�1(E). Let x 2 g�1(E). We have g(x) =: w 2 E
hence g(f(w)) = w = g(x). Because g is injective on O we must have x = f(w) 2 f(E), hence
g�1(E) ⇢ f(E) and the equality of the two sets is proved.

Since g is continuous, the set V = f(E) = g�1(E) is open according to Theorem 4.2. This
proves (i), together with the equality g(f(w)) = w on E.

Now let us prove that we also have f(g(u)) = u on V . Take u 2 V = g�1(E) and put
w = g(u) 2 E. Since w = g(f(w)), we must have g(u) = g(f(w)). Because g is injective, we
must have u = f(w) = f(g(u), thus (ii) is proved.

Finally, di↵erentiating g(f(w)) = w and using the chain rule we get

[Dg(f(w))][Df(w)] = Im⇥m

which means that both factors on the left hand side are invertible and (iii) is proved.

9 Brouwer’s fixed point theorem

We say that K ⇢ Rd is convex if for every x,y 2 K we have that (1 � t)x + ty 2 K for all
0  t  1. A set K is called a convex body if K is convex, compact, and with at least one interior
point.

Theorem 9.1. Let K ⇢ Rd
be a convex body. Let f : K 7! K be a continuous function which

invariates K. Then f has a (not necessarily unique) fixed point, that is a point x 2 K such that

f(x) = x.

Proof. The first thing we do is to reduce the problem from a general convex body to the unit ball
in Rd. We will show that there exists a bijection ' : K 7! B1(0), which is continuous and with
continuous inverse (a homeomorphism). If this is true, then it is enough to show that the function
' � f � '�1 : B1(0) 7! B1(0) has a fixed point a 2 B1(0). In that case, x = '�1(a) 2 K.

Lemma 9.2. Any convex body in Rd
is homeomorphic with the closed unit ball B1(0).

Proof. Let x0 be an interior point of K. There exists r > 0 such that Br(x0) ⇢ K. Define the
continuous map g : K 7! Rd given by g(x) := (x � x0)r�1. Define K̃ := g(K). It is easy to
see that K̃ is a convex and compact set. Moreover, the function g : K 7! K̃ is invertible and
g�1(y) = ry + x0. Both g and g�1 are continuous, and for every y 2 Rd with ||y||  1 we have
that ry + x0 2 Br(x0) ⇢ K, thus y 2 K̃. This shows that B1(0) ⇢ K̃, thus K̃ is a convex body
containing the closed unit ball.
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