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1 Taylors Sætning for funktioner af én variabel

Sætning 1.1 (Taylors Sætning med restled). Lad k P N, x0, x P A Ă R, x ‰ x0 og f : A Ñ R
opfylde, at den j’te afledede f pjq af f eksisterer og er kontinuert p̊a det lukkede interval mellem x0
og x og differentiabel p̊a det åbne interval mellem x0 og x for alle j ď k. S̊a findes et punkt c strengt
mellem x0 og x s̊a

fpxq “
k
ÿ

j“0

f pjqpx0q

j!
px´ x0q

j
`
f pk`1qpcq

pk ` 1q!
px´ x0q

k`1. (1)

Bevis. For x ‰ x0 findes netop én løsning M P R til ligningen

fpxq “
k
ÿ

j“0

f pjqpx0q

j!
px´ x0q

j
`Mpx´ x0q

k`1.

Vi vil vise, at M “
f pk`1qpcq
pk`1q!

for et c mellem x0 og x. For at vise dette, definerer vi funktionen

F : ra, bs Ñ R p̊a følgende m̊ade:

F ptq “
k
ÿ

j“0

f pjqptq

j!
px´ tqj `Mpx´ tqk`1.

Ifølge antagelserne er F kontinuert p̊a det lukkede interval mellem x0 og x og differentiabel p̊a det
åbne interval mellem x0 og x. Vi har valgt M , s̊aledes at F px0q “ fpxq, og vi har desuden, at
F pxq “ f p0qpxq

0!
00 `

řk
j“1

f pjqpxq
j!

¨ 0j `M ¨ 0k`1 “ fpxq. Dermed kan vi anvende Middelværdisætningen
p̊a F p̊a intervallet mellem x0 og x og f̊ar eksistensen af et c mellem x0 og x s̊a

F 1pcq “
F pxq ´ F px0q

x´ x0
“ 0.

Men

F 1pcq “ f 1pcq `
k
ÿ

j“1

ˆ

f pj`1qpcq

j!
px´ cqj ´

f pjqpcq

pj ´ 1q!
px´ cqj´1

˙

´Mpk ` 1qpx´ cqk,

hvor alle led umiddelbart g̊ar ud med hinanden parvist, bortset fra de to led i

f pk`1qpcq

k!
px´ cqk ´Mpk ` 1qpx´ cqk,
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som dermed m̊a summe til 0, da F 1pcq “ 0, og dermed er

M “
f pk`1qpcq

pk ` 1qk!
“
f pk`1qpcq

pk ` 1q!

som p̊ast̊aet.

2 Taylors Sætning for funktioner af flere variable

Før vi formulerer og beviser Taylors Sætning for funktioner af flere variable, vil vi først introducere
en meget nyttig og - anvendt notation.

Definition 2.1 (Multi-indeks-notation). Et multi-indeks er en n-tupel af ikke-negative heltal α P Nn
0 .

For to multi-indices α “ pα1, α2, . . . , αnq, β “ pβ1, β2, . . . , βnq P Nn
0 og et x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn

defineres:

1. Sum/differens: α ˘ β “ pα1 ˘ β1, α2 ˘ β2, . . . , αn ˘ βnq.

2. Absolutværdi: |α| “
řn
i“1αi.

3. Fakultet: α! “
śn

i“1 αi!.

4. Potens: xα “
śn

i“1 x
αi
i .

5. Partielt afledet af højere orden: Bα “
śn

i“1 B
αi
i hvor Bαii “ Bαi

Bx
αi
i

.

Sætning 2.2 (Taylors Sætning med restled). Lad k P N, x0, x P A Ă Rn, x ‰ x0 og f : A Ñ R
opfylde, at Bαf eksisterer og er differentiabel p̊a linjestykket L “ tp1 ´ tqx0 ` tx P Rn | t P r0, 1su
mellem x0 og x for |α| ď k. S̊a eksisterer et y P tp1´ tqx0 ` tx P Rn | t P p0, 1qu s̊a

fpxq “
ÿ

|α|ďk

Bαfpx0q

α!
px´ x0q

α
`
ÿ

|α|“k`1

Bαfpyq

α!
px´ x0q

α.

Bevis. Da Bαf er antaget differentiabel p̊a L for alle |α| ď k, s̊a må L Ă A og x0, x P A være indre
punkter, og vi kan finde et r ą 0 s̊a F : p´r, 1 ` rq Ñ R givet ved F ptq “ fpp1 ´ tqx0 ` txq er
veldefineret og k ` 1 gange differentiabel p̊a r0, 1s. Dermed kan vi anvende Sætning 1.1 p̊a F med
x0 “ 0 og x “ 1:

F p1q “
k
ÿ

j“0

F pjqp0q

j!
`
F pk`1qpcq

pk ` 1q!
,

hvor c P p0, 1q. Kædereglen giver nu:

F pjqptq “
ÿ

|α|“j

j!

α!
pB
αfqpp1´ tqx0 ` txqpx´ x0q

α,

se Opgave 1, hvoraf resultatet følger med y “ p1´ cqx0 ` cx.
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Bemærk, at for n “ 1 reducerer Sætning 1.1 til Sætning 2.2, dog med den ekstra antagelse, at
f pk`1q ogs̊a eksisterer i x0 og x.

3 Taylorrækker

Idéen bag Sætning 1.1 og 2.2 er, at man approksimerer en funktion f med et polynomium af grad k –
et s̊akaldt Taylorpolynomium – og kvaliteten af approksimationen kan s̊a vurderes vha. det s̊akaldte
restled:

Definition 3.1 (Restled). Lad antagelserne i Sætning 1.1 være opfyldt. S̊a kaldes

Rkpxq “
f pk`1qpcq

pk ` 1q!
px´ x0q

k`1

i (1) for et restled. Ligeledes kaldes Rkpxq “
ř

|α|“k`1
Bαfpyq
α!
px´ x0q

α for restledet i Sætning 2.2.

Bemærk i øvrigt, at Rkpxq ogs̊a afhænger af x gennem hhv. c og y. I Opgave 2 og 3 skal du, givet
en yderligere antagelse, finde vurderinger af restledene, som ikke afhænger af c hhv. y.

Hvis A Ă R og funktionen f : AÑ R er uendeligt ofte differentiabel,1 dvs. hvis f pkq eksisterer for
alle k P N, s̊a kan vi naturligvis finde et Taylorpolynomium af vilk̊arlig høj grad. Dette fører naturligt
til følgende definition.

Definition 3.2 (Taylorrække). Lad x0 P A Ă R og f : AÑ R være uendeligt ofte differentiabel. S̊a
kaldes

8
ÿ

k“0

f pkqpx0q

k!
px´ x0q

k

for Taylorrækken for f i punktet x0.

Det er klart, at sætter vi Tf pxq “
ř8

k“0
f pkqpx0q

k!
px ´ x0q

k, s̊a er Tf px0q “ fpx0q. Det er dog langt
fra sikkert, at Tf pxq “ fpxq for andre x P A, eksempelvis kan rækken have konvergensradius 0. Hvad
værre er, selv, hvis rækken har positiv – s̊agar uendelig – konvergensradius, kan vi have at Tf ‰ f .
Se Opgave 4 for et eksempel.

Funktioner, som er lig med deres Taylorrækker, viser sig at være s̊a specielle, at de fortjener et
navn.

Definition 3.3 (Analytisk funktion). Lad A Ă R og f : A Ñ R være uendeligt ofte differentiabel.
Hvis der for ethvert x0 P A findes et R ą 0 s̊a

fpxq “
8
ÿ

k“0

f pkqpx0q

k!
px´ x0q

k

for x P BRpx0q, s̊a kaldes f (reel) analytisk.

1Man kalder sommetider en uendeligt ofte differentiabel funktion for glat.
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Vi skal senere se, at potensrækker er analytiske indenfor deres konvergensradius, og det vil fremg̊a
af beviset, at man kan differentiere potensrækker med positiv konvergensradius ledvist.

4 Lokale ekstrema for funktioner af flere variable

I dette afsnit vil vi anvende Taylors Sætning til at finde kriterier for, om kritiske punkter er lokale
ekstrema eller saddelpunkter. Vi begynder med nogle definitioner og sm̊aresultater.

Definition 4.1 (Hilbert-Schmidt-norm af en matrix). Lad A “ paijq
n
i,j“1 være en n ˆ n-matrix. S̊a

kaldes
‖A‖HS “

d

n
ÿ

i,j“1

a2ij

for A’s Hilbert-Schmidt-norm.

Lemma 4.2. Lad A “ paijq
n
i,j“1 være en nˆ n-matrix og x P Rn. S̊a er

‖Ax‖ ď ‖A‖HS‖x‖.

Bevis. Idet Cauchy-Schwartz giver

‖Ax‖2 “
n
ÿ

i“1

‖pAxqi‖2 “
n
ÿ

i“1

p

n
ÿ

j“1

aijxjq
2
ď

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

|aik|2
n
ÿ

`“1

|x`|2 “ ‖A‖2HS‖x‖2,

f̊as resultatet ved at tage kvadratroden.

Definition 4.3 (k gange kontinuert differentiabel). Lad A Ă Rn være en åben mængde og lad
f : A Ñ R have kontinuerte partielt afledede op til og med k’te orden. S̊a siges f at være k gange
kontinuert differentiabel og vi skriver f P CkpAq.

Definition 4.4 (Hesse-matrix). Lad x P A Ă Rn, A åben og f P C2pAq. S̊a kaldes matricen Hpxq
givet ved

hijpxq “
B2fpxq

BxiBxj
, Hpxq “ phijpxqq

n
i,j“1

for Hesse-matricen for f i x.

Da f P C2pAq er Hpxq symmetrisk jf. Sætning 9.17 i bogen.

Lemma 4.5. Lad x, x0 P A Ă Rn opfylde at A er åben og at L “ tp1´ tqx0` tx P Rn | t P r0, 1su Ă A,
og antag at f P C2pAq. S̊a findes et y P tp1´ tqx0 ` tx P Rn | t P p0, 1qu s̊a

fpxq “ fpx0q ` x∇fpx0q, x´ x0y `
1

2
xx´ x0, Hpyqpx´ x0qy.

Bevis. Opgave 6.

Sætning 4.6. Antag at A Ă Rn er åben, at f P C2pAq, at x0 P A er et kritisk punkt for f og at alle
Hesse-matricen Hpx0q’s egenværdier er positive. S̊a er x0 et lokalt minimumspunkt for f . Hvis alle
Hpx0q’s egenværdier omvendt er negative, er x0 et lokalt maksimumspunkt for f .
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Bevis. Antag uden tab af generalitet at alle egenværdier for Hpx0q er positive. Da Hpx0q er reel
og symmetrisk er den selvadjungeret og spektralsætningen giver, at Hpx0q har n reelle, ortonormale
egenvektorer ei, i “ 1, . . . , n med tilhørende egenværdier λi. Vi kan derfor for z P Rn skrive

z “
n
ÿ

i“1

xz, eiyei

og dermed

Hpx0qz “
n
ÿ

i“1

xz, eiyλiei

eller

xz,Hpx0qzy “
n
ÿ

i“1

λixz, eiy
2.

Lad m “ mintλi | i P t1, . . . , nuu ą 0. S̊a er

xz,Hpx0qzy “
n
ÿ

i“1

λixz, eiy
2
ě

n
ÿ

i“1

mxz, eiy
2
“ m‖z‖2.

Sæt Apxq “ Hpyq ´ Hpx0q, som afhænger af x gennem y P tp1 ´ tqx0 ` tx P Rn | t P p0, 1qu.
Da f P C2pAq er ‖Apxq‖HS kontinuert og vi kan finde r ą 0 s̊a x P Brpx0qztx0u medfører, at
‖Apxq‖HS ď

1
2
m. Anvender vi nu Lemma 4.5 p̊a x P Brpx0q f̊as

fpxq “ fpx0q ` x∇fpx0q, x´ x0y `
1

2
xx´ x0, Hpyqpx´ x0qy

“ fpx0q ` 0`
1

2
pxx´ x0, Hpx0qpx´ x0qy ` xx´ x0, Apxqpx´ x0qyq

ě fpx0q `
1

2
‖x´ x0‖2pm´ 1

2
mq “ fpx0q `

m‖x´ x0‖2

4
,

hvor vi igen brugte Cauchy-Schwartz.

Sætning 4.7. Antag at A Ă Rn er åben, at f P C2pAq, at x0 P A er et kritisk punkt for f og at
Hesse-matricen Hpx0q har b̊ade positive og negative egenværdier. S̊a er x0 et saddelpunkt for f .

Bevis. Lad e` være en normeret egenvektor for Hpx0q med positiv egenværdi λ` og e´ en normeret
egenvektor for Hpx0q med negativ egenværdi λ´. Lad Apxq “ Hpyq ´ Hpx0q som i beviset for
Sætning 4.6. Vælg r ą 0 s̊a ‖Apxq‖HS ď

1
2

mint|λ˘|u for x P Brpx0qztx0u. S̊a giver Lemma 4.5 for
0 ă |t| ă r

fpx0 ` te`q “ fpx0q `
1

2
pxte`, Hpx0qte`y ` xte`, Apx0 ` te`qte`yq

ě fpx0q `
t2

2
pλ` ´

1
2
λ`q “ fpx0q `

t2λ`
4

og tilsvarende f̊as

fpx0 ` te´q “ fpx0q `
1

2
pxte´, Hpx0qte´y ` xte´, Apx0 ` te´qte´yq

ď fpx0q `
t2

2
pλ´ `

1

2
|λ´|q “ fpx0q `

t2λ´
4

.

Da λ` ą 0 og λ´ ă 0 er fpx0q s̊aledes hverken lokalt maksimum eller minimum.
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5 Opgaver

Opgave 1. Bevis at

F pjqptq “
ÿ

|α|“j

j!

α!
pB
αfqpp1´ tqx0 ` txqpx´ x0q

α,

hvor F er som i beviset for Sætning 2.2.
Vink: Bevis ved induktion i j.

Opgave 2. Antag, at f pk`1q er kontinuert p̊a det lukkede interval mellem x0 og x. Brug dette til at

finde en vurdering af restledet Rkpxq “
f pk`1qpcq
pk`1q!

px´ x0q
k`1 fra Sætning 1.1, som ikke afhænger af c.

Opgave 3. Antag, at Bαf er kontinuert p̊a enten ĎBrpx0q Q x eller L “ tp1´ tqx0` tx P Rn | t P r0,1su.

Brug dette til at finde en vurdering af restledet Rkpxq “
ř

|α|“k`1
Bαfpyq
α!
px ´ x0q

α fra Sætning 2.2,
som ikke afhænger af y.

Opgave 4. Lad f : RÑ R være givet ved fpxq “
 

e
´ 1
x2 for x ą 0
0 for x ď 0 . Find Taylorrækken Tf for f i 0 og

konvergensradius for Tf .

Vink: Vis, at f pkqpxq “
! p2pk´1qpxq

x3k
e
´ 1
x2 for x ą 0

0 for x ď 0
, hvor pj er et j’tegradspolynomium.

Opgave 5. Kan du sige noget om definitionsmængden for en analytisk funktion?

Opgave 6. Bevis Lemma 4.5.
Vink: Det er blot Taylors Sætning for k “ 2 formuleret vha. gradient og Hesse-matrix.

Opgave 7. Find sammenhængen mellem Sætningerne 4.6 og 4.7 i tilfældet n “ 2 og ABC-kriteriet
fra bogen.

Opgave 8 (Valgfri). Hvis nogle af skridtene i beviserne for Sætning 4.6 og 4.7 er uklare, s̊a uddyb
skridtene.
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