Fejlkorligerende kgder

—>
Fejlkorrigerende koder

Olav Geil

Skal man sende en fgdselsdagsgave til feetter Borge, sa pakker man den godt ind i hab om,
at kun indpakningen er beskadiget ved modtagelsen. Noget tilsvarende ggr man ofte, nar
elektronisk data skal sendes via en sakaldt informationskanal. Det veerktgj, man bruger,
kaldes fejlkorrigerende koder. Uden fejlkorrigerende koder ville savel en CD-afspiller som
en DVD-afspiller veere ubrugelig, og billeder sendt til jorden fra Mars eller méanen ville
vaere af en meget darlig kvalitet.



Et eksempel pa en fejlkorrigerende kode er den sakaldte binsere Hammingkode. Her ind-
pakkes beskeder af 4 binsere symboler til ialt 7 symboler. Som vi skal se senere, beskytter
denne indpakning de 4 symboler. Forst et eksempel pa, hvordan vi pakker ind.

Eksempel 1:
Beskeden (0,1,1,0) indkodes ved hjelp af folgende figur Vi tilfgjer tre ekstra symboler,
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Figur 1:
kaldet efg, ud fra felgende regler:

Summen af elementerne i hver af de tre cirkler skal veere lige. Eller sagt i et mere passende
sprogbrug, summen i hver af de tre cirkler skal veere 0 modulo 2.

(Overste cirkel giver anledning til:

0+1+4+1+e=0 (mod 2)
e =0 (mod 2)

e=0.
Venstre cirkel giver anledning til:

0+14+0+ f=0 (mod 2)
1+ f=0 (mod 2)

f=1.



Hgjre cirkel giver anledning til:

0+14+0+4¢=0 (mod 2)
14+ ¢ =0 (mod 2)

g=1

S& beskeden (0,1, 1,0) indkodes altsa til kodeordet (0,1,1,0,0,1,1).

Opgave 2:
Indkod beskeden (1,1,0,1) til et kodeord i den binsgere Hammingkode.

Opgave 3:
Indkod beskeden (1,1, 1,1) til et kodeord i den binsgere Hammingkode.

I det fglgende ser vi pa, hvordan de tre ekstra symboler beskytter de 4 informationssym-
boler.

Eksempel 4:

Lad os sige, at du befinder dig i den modtagende ende af informationskanalen og at du
modtager ordet (0,1,1,1,0,1,1). Et forste geet ville veere, at beskeden er (0,1,1,1). Men
summen er ikke nul i alle de tre cirkler i nedenstaende figur. Sa der er altsa ikke tale om

ot

Figur 2:

et rigtigt kodeord. Der er sket fejl. Det er naturligt at starte med at antage, at der kun
er sket en enkelt fejl. Som det fremgar af nedenstaende figur, er dette en mulighed. Nem-
lig hvis symbolet 1 i positionen d i virkeligheden skulle have veeret 0. Vi konkluderer, at



det afsendte kodeord i virkeligheden var (0,1, 1,0, 0,1, 1) og at beskeden derfor er (0,1, 1,0).

Opgave 5:
Du modtager ordet (0,0,1,1,0,0,1). Er dette et kodeord? Hvis vi nu antager, at der hgjst
er sket en fejl, hvad er sa det rigtige kodeord?” Hvad er beskeden?

Opgave 6:
Du modtager ordet (0,1,1,0,1,0,0). Hvis vi nu antager, at der hgjst er sket en fejl, hvad
er sa det rigtige kodeord? Hvad er beskeden?

Den binsre Hammingkode er et eksempel pa en sakaldt lineser kode. Det betyder, at
hvis ¢, = (a,b,¢,d,e, f,g) og ¢» = (A, B,C,D,E,F,G) er to kodeord, si er summen
A+é=(a+Ab+Bc+C,d+D,e+ E, f+F g+ G) ogsa et kodeord. At dette rent
faktisk er tilfeeldet ses pa folgende méade. Vi konstaterer, at hvis ¢; = (a,b,c¢,d, e, f,g) er
et kodeord i Hammingkoden, da méa der geelde a + b+ c+ e er lige, a+c+d+ f er lige og
a+ b+ d+ g er lige. Tilsvarende har vi, at hvis ¢, = (A, B,C, D, E, F,G) er et kodeord i
Hammingkoden, da ma der gaelde A+ B+C+FE er lige, A+C+ D+ F er lige og A+B+D+G
er lige. Men sd er (a+A)+(b+B)+(c+C)+(e+E) = (a+b+c+e)+(A+B+C+E) lige
(lige + lige er lige), (a+A)+ (c+C)+(d+ D)+ (f+F) = (a+c+d+ f)+(A+C+D+F)
er ligeog (a+A)+(b+B)+(d+D)+(9g+G)=(a+b+d+g)+(A+B+D+Q)
er lige. Dermed er (a+A,b+B,c+C,d+D,e+E, f+F, g+G) et kodeord i Hammingkoden.

Opgave 7:
Ordene (0,1,1,0,0,1,1) og (1,1,1,1,1,1,1) er begge kodeord i den binzere Hammingkode.
Find summen. Vis ved hjelp af de tre cirkler, at summen er et nyt kodeord.

Linezere koder er specielt nemme at beskrive.

Eksempel 8:
Hver af de fire reekker i nedenstaende system (kaldet en matrix) svarer til et kodeord i den
binsere Hammingkode.
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Vil du indkode for eksempel beskeden (1,1,0,1), sa kan du ggre det ved at laegge 1 gange
reekke 1 sammen med 1 gange rackke 2, sammen med 0 gange reekke 3 og sammen med 1
gange rackke 4. Hvorfor virker denne metode? Jo for det forste er Hammingkoden lineger,
sa reekke 1 plus raekke 2 er et nyt kodeord. Til dette laegges rackke 4. Igen fas et kodeord,
da summen af to kodeord jo er et kodeord igen. Sa raekke 1 plus raekke 2 plus reekke 4 er
helt klart et kodeord. Hvad er de fire forste tal i det herved udregnede kodeord? Jo ved



at betragte matricen ovenfor ser vi, at disse netop udger vores besked (1, 1,0, 1). Metoden
virker selviglgelig ikke bare for beskeden (1,1,0,1) men for alle beskeder (a,b, ¢, d).

Opgave 9:
Benyt metoden fra eksempel 8 til at indkode beskeden (1,0, 1, 1).

Lister vi alle lovlige kodeord i Hammingkoden, s& vil vi opdage, at bortset fra kodeordet
(0,0,0,0,0,0,0) s& er der ingen kodeord med mindre end 3 ikke-nul symboler. Det mindste
antal ikke-nul symboler, der kan forekomme i et kodeord forskelligt fra (0,0, ---,0) kaldes
minimumsafstanden, og forkortes d. Der geelder fglgende simple resultat, som vi dog ikke
vil bevise.

Scetning 10:
En linezer kode med minimumsafstand d kan rette | 41| fejl (altsé (d — 1)/2 rundet ned).

Opgave 11:
Hvor mange fejl kan den binsere Hammingkode rette? Hvis en kode har minimumsafstand
d = 4, hvor mange fejl kan den sa rette? Hvad hvis den har minimumsafstand d = 177

Indtil videre har vi kun arbejdet med symbolerne 0 og 1. Det vil sige, vi har indtil videre
kun arbejdet med det binaere alfabet Fy = {0,1}. Man arbejder i praksis med forskellige
alfabeter svarende til de sakaldte endelige legemer. Disse har alle stgrrelsen p™, hvor p er
et primtal. I det folgende ser vi kun pa de tilfeelde, hvor m = 1. Altsa pa de tilfzelde, hvor
alfabetet indeholder p elementer.

Eksempel 12:

Alfabetet F3 = {0, 1,2} tilfredsstiller ligningen 3 = 0. Det vil sige 1 +1=2,24+1=3=0
0g2+2=4=3+1=0+1=1. Visiger, at vi reducerer modulo 3. Tilsvarende galder
2:2=4=34+1=0+1=1. Vi far folgende additions- og multiplikationstabeller.

+]0 1 2 |01 2
0/001 2 0[000
1/1 20 110 1 2
21201 210 21

Opgave 13:
Alfabetet F5 = {0,1,2,3,4} tilfredsstiller ligningen 5 = 0. Vi siger, at vi regner modulo 5.
Udfyld fglgende additions- og multiplikationstabeller.

+10 1 2 3 4 101 2 3 4
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4




Vi behandler afslutningsvis de sakaldte Reed-Solomonkoder. Disse er defineret for alle al-
fabeter.

Eksempel 14:

Lad os for eksempel betragte alfabetet F5. Lad os sige, at vi gerne vil have beskeder af
leengde 3 pakket ind i kodeord af laeengde 5. Vi vil opstille en matrix, som i eksempel 8. Da
vi vil have beskeder af leengde 3, skal denne matrix have 3 raekker. Vi veelger som fgrste
raekke (1,1,1,1,1). Som anden reekke veelger vi (011121 3141) = (0,1,2,3,4). Som tredie
rackke veelger vi (021222 3%4%) = (0,1,4,4,1). S& anden raekke er altsi fremkommet ved at
stoppe punkterne 0, 1,2, 3,4 ind i polynomiet x, tredie rackke er fremkommet ved at stoppe
punkterne 0,1,2,3,4 ind i polynomiet x? og forste reekke er fremkommet ved at stoppe
punkterne 0,1, 2, 3,4 ind i polynomiet 1.

11
G=101
01

=N
SO

1
4
1

Vil vi nu indkode beskeden (1,2,4) leegger vi simpelthen 1 gange raekke 1 sammen med 2
gange raekke 2 og sammen med 4 gange reekke 3. Vi far 1-(1,1,1,1,1)+2-(0%, 11,21, 31 41)+
4-(0%,1%2,22324%) = (1+2-0"+4-0%,1+2-11 +4-1%,14+2-2' +4-22 1 4+2-2 +4.22 1 +2.
31+4-321+2-4'+4-4%) = (p(0),p(1),p(2),p(3), p(4)), hvor p(x) = 1+ 2z +4x*. Generelt
indkodes beskeden (a, b, ¢) til (p(0), p(1),p(2),p(3), p(4)), hvor p(x) = a + bx + cz?.
Bemeerk, at denne indkodning har en enkelt ulempe! Nar fgrst vi har indkodet vores be-
sked, da kan vi ikke direkte se af kodeordet, hvad beskeden er. F.eks. indkodes (1,2,4)
ovenfor til (1,2,1,3,3). Dette er ikke et problem i praksis.

Opgave 15:

Lad os igen betragte alfabetet F5. Lad os nu sige, at vi gerne vil have beskeder af leengde
2 pakket ind i kodeord af leengde 5. Opskriv den tilhgrende matrix. Hvilket polynomium
skal du bruge for at indkode beskeden (2,2)?

Opgave 16:
Samme som opgave 15 men med beskeder af laengde 4. Hvilket polynomium skal du bruge
for at indkode beskeden (2,1,3,1)7

En af fordelene ved Reed-Solomonkoderne er, at det er sa let at finde deres minimumsaf-
stand.

Eksempel 17:

Betragt koden fra eksempel 14. Et kodeord findes ved at benytte et polynomium af grad
hgjst 2. Et ikke-nul polynomium af grad hgjst 2 har hgjst to nulpunkter. Derfor ma der i
ethvert ikke-nul kodeord forekomme hgjst 2 nuller. Men sa er der mindst 3 ikke-nul sym-
boler. Hermed er minimumsafstanden d lig 3. Vi kan rette [32;1J =1 fejl.



Opgave 18:
Benyt metoden fra eksempel 17 til at finde minimumsafstanden af koden i opgave 16. Hvor
mange fejl kan vi rette?

Opgave 19:
Benyt metoden fra eksempel 17 til at finde minimumsafstanden af koden i opgave 15.

Opgave 20:
Find selv pa flere eksempler. Prgv for eksempel at lave Reed-Solomonkoder over alfabetet
F,={0,1,2,3,4,5,6}.

I det fglgende vil vi gerne arbejde os hen imod at vise, at et polynomium af grad n
hgjst kan have n forskellige nulpunkter. Vi far brug for divisionsalgoritmen for polynomier.
Vi nupper lige et eksempel med heltal fgrst.

Eksempel 21:

Betragt de positive heltal a = 7612 og b = 7. Vi vil gerne finde ikke-negative heltal ¢ og
r saledes, at der geelder a = ¢ - b + r og saledes, at r < b holder. Divisionsalgoritmen er
velkendt, men er maske her skrevet lidt anderledes op end I er vant til.

7612 7= 1-1000
7000
612 +0 - 100
000
612 +8-10
260
52 +7-1
49
3

Vi konkluderer, at 7612 = 1087 - 7 4+ 3. Altsa er ¢ = 1087 og r = 3.

Opgave 22:
Lad a = 9635 og lad b = 4. Find q og r, sa a = q- b+, hvor q og r er ikke-negative heltal,
og hvor r < 4.

Vi konstaterer, at divisionsalgoritmen altid stopper (det vil sige, den bliver feerdig i
endelig mange trin). Det er ogsa let at indse, at vi altid vil ende med et r som opfylder
0 <r < b. At vores bud pa q og r altid opfylder a = ¢qb+ r, ses nok lettest ved at betragte
eksempel 21 en gang til.

Eksempel 23:
Vi betragter udregningerne i eksempel 21. Sidste linie i den ni-liniers udregning svarer til
r. Ottende linie svarer til 7 - b og syvende linie svarer til 7 - b + r. Sjette linie svarer til

7



80 - b og femte linie svarer til 80 - b+ 7 - b+ r. Fjerde linie svarer til 0 - b og tredie linie
svarer til 0- b4+ 80 -0+ 7 - b+ r. Anden linie svarer til 1000 - b og forste linie svarer til
1000-60-b+80-b+7-b+r. Vi har 1000-b0-b+80-b+7-b+r = (1000+0+80+1)-b+r = g-b+r.
Men fgrste linie er jo ogsa lig a, og vi har a = ¢ - b+ r.

Vi gar nu over til at se pa divisionsalgoritmen for polynomier. Det virker selviglgelig lidt
mere abstrakt end ovenstaende, men er dybest set det samme.

Eksempel 24:

Betragt polynomierne a(z) = 8- 2* +6- 2>+ 1 og b(z) =2z + 1. Vi vil finde polynomier
q(x) og r(z) sd a(x) = q(x) - b(x) +r(x), hvor graden af r(x) er mindre end graden af b(x).

822 +6224+0-2+1 20 +2= 422
83 + 822

—22% +0x + 1 —x
—22% — 2x

2r+1 +1
20+ 2
-1

S& q(x) = 42® —x + 1 og r(x) = —1 opfylder a(x) = q(z) - b(x) + r(x) og ganske rigtigt er
r(z) af grad nul.

Opgave 25:
Lad a(r) = 8z* +42® — 222 + 2+ 10 og b(x) = x + 4. Find ved hjeelp af divisionsalgoritmen
q(z) og r(x), sa a(x) = q(z)b(x) + r(x) og sa graden af r(x) er mindre end graden af b(zx).

Opgave 26:
Lad a(z) = 82* + 423 — 22% + . + 10 og b(x) = 22 + x + 4. Find ved hjelp af divisionsalgo-
ritmen ¢(x) og r(x), sa a(x) = q(x)b(x) + r(z) og sa graden af r(z) er mindre end graden

af b(x).

Opgave 27:

I denne opgave benyttes metoden fra eksempel 23. Denne gang tager vi udgangspunkt i
eksempel 24. Forklar, hvorfor vi kan veere sikre pa, at divisionsalgoritmen altid stopper.
Forklar hvorfor vi altid ender med et r(z) som har grad mindre end b(x). Forklar hvorfor
der altid geelder a(x) = q(x)b(x) + r(x).

Eksempel 28:

Vi gger nu abstraktionsniveauet yderligere idet vi istedet for de rationale tal vil arbejde
med legemet 3 fra eksempel 12. Blandt andet geelder der altsa nu2-2=10g 1 —2 = 2.
Vi betragter polynomierne a(z) = 2% + 222 + x + 1 og b(x) = x + 2. Vi seger som ovenfor
q(z) og r(z), men denne gang med koefficienter i Fs.



208 + 222 +x+1 x+2= 222
223 + 22
?+r+1 +x
2+ 22
20 4+ 1 +2
20+ 1
0

S& q(z) =22 + 2+ 2 og r(z) = 0.

Opgave 29:
Ligesom i ovenstaende eksempel regner vi i legemet Fs. Lad a(z) = 32 + 2* + 22 + 1 og
b(x) = 2x + 2. Find ved hjeelp af divisionsalgoritmen ¢(z) og r(z).

Opgave 30:
I dette eksempel regner vi i legemet F3 fra eksempel 13. Lad a(z) = 223 + 222 + 2 + 1 og
b(z) = x + 2 og find ved hjalp af divisionsalgoritmen ¢(z) og r(z).

Eksempel 31:

Betragt polynomiet f(z) = x® — 72% + 14x — 8 med koefficienter i de rationale tal. Ved
indsaettelse kan man overbevise sig om, at f(x) har nulpunkterne 1,2 og 4. Vi vil nu bevise,
at det ikke har flere nulpunkter end disse. Vi far kraftigt brug for divisionsalgoritmen. Fgrst
tages udgangspunkt i nulpunktet 1. Vi sgger som sedvanlig ¢(x) og r(x) sa

2}~ T2+ 14r -8 =q(z) - (z — 1) +r(x) (1)

og sa r(z) har grad mindre end polynomiet  — 1. Men sa er r(z) altsa en konstant. Vi ved,
at 13 —7-12+14-1 -8 = 0, og selvfglgelig gaelder ogsa (1) - (1 —1) = 0. Vi konkluderer,
at r(x) derfor bliver ngdt til at veere lig 0.

=T+ 14x -8 x—1= 22

3 — 2
—622 + 142 — 8 —6x
—62% + 62
8r — 8 +8
8r—1
0

Vi har altsi f(z) = (2? — 6z +8) - (x — 1) + 0. Bemeerk, at vi som forventet fik rest r lig 0.
Vi fortsaetter nu med at kigge pa nulpunktet 2. Da 2 ikke er nulpunkt i polynomiet x — 1,



ma 2 i fplge ovenstaende veere nulpunkt i 22 — 62 + 8. Vi regner ligesom ovenfor.

2?2 —6x+8 :x—2= =2z
x? — 2z
—4x+ 8 —4
—4x + 8
0

Hermed haves 2% —6x+8 = (£ —2) - (z —4), og dermed altsé f(z) = (x—1)-(x—2)-(z—4).
Ud fra denne opskrivning (faktorisering) er det klart, at der ikke kan veere flere nulpunkter
end de tre vi allerede kender.

Scetning 32:
Lad f(z) veere et polynomium af grad g over et givet legeme. Da kan f(z) hgjst have g
forskellige nulpunkter i legemet.

Opgave 33:
Skitser med baggrund i eksempel 31 et bevis for seetning 32 (hint: antag, at f(x) har mindst
d + 1 forskellige nulpunkter og né frem til en modstrid).

Sceetning 34:
Betragt Reed-Solomon koden over alfabetet IF,, defineret ved hjeelp af polynomier af grad
op til g. Koden har minimumsafstand mindst lig p — g.

Opgave 35:
Bevis saetning 34 ved hjeelp af seetning 32.

Opgave 35:

Lad polynomiet f(z) = 2® + 22% — x — 2 have koefficienter i F3. Find ved indsattelse rod-
derne i F3 for dette polynomium. Benyt metoden fra opgave 31 til at finde ud af, hvilken
af disse rgdder, der er dobbeltrod.

Opgave 36:

Vi betragter divisionsalgoritmen for positive heltal (behandlet i eksempel 21). Vi vil argu-
mentere for, at det r vi finder ved hjalp af algoritmen altid er det mindste positive heltal,
som opfylder, at a = ¢ - b+ r. Lad ¢ og ¢’ veere positive heltal og lad r og r’ veere positive
heltal mindre end b saledes at a = q-b+7r og a = ¢'-b+1'. Vi vil vise, at sa geelder ¢ = ¢’
og r = r'. Betragt differensen 0 =a—a=(¢-0+r)— (¢ - 0+7")=(q—¢)-b—(r—1").
Overbevis dig om, at der er folgende to muligheder.

Mulighed 1: ¢ = ¢’ og 7 = r’. Mulighed 2: Der geelder | (¢ —¢') -b|>bog |r—1" |<b.
Argumenter for, at mulighed 2 aldrig kan forekomme.

Genereliser resultatet til divisionsalgoritmen for polynomier.
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Opgave 37:
Legemet Fy2 = [F4 bestar af elementerne

{0,1,0,1+a} (2)
Der benyttes folgende regneregler
2=0 og oa+a+l=0 (3)

Forste regel indebaerer, at — og + er det samme. Kan du se hvorfor? Vis, at der derfor geel-
der o? = a+ 1. Opskriv additionstabellen for F4. Hvilke elementer i (2) svarer til a? og o®?
Konkluder, at {a, a2, a®} svarer til ikke-nul elementerne i (2). Udnyt, at a?a? = o = a3a,

til at finde det element i (2), som svarer til a®a?. Opskriv multiplikationstabellen for F.
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