Note til lineser algebra SIF, afsnit 2.4

Supplement vedrgrende invers matrix

Setning 1 (Entydighed). For kvadratiske matricer A, C og D gelder, at

AC=1 A DA=I = C=D.

Bevis.
C=CI=C(AD)=(CA)D=1ID =D.

Altsa er C = D. O

Saetning 2. Ax = b har en lgsning for ethvert b, hvis og kun hvis A er rekkeekvivalent
med I.

Bevis. Vi antager fgrst, at Ax = b har en Igsning for ethvert b, og vi argumenterer indi-
rekte. Antag A ikke er reckkesckvivalent med I. Det betyder, at A ved reekkeoperationer
kan omformes til en matrix med en nulrsekke som sidste rackke. Udfgres reckkeoperatio-
nerne pa totalmatricen [A|b] vil b blive omdannet til en vektor ¢. Nar sidste komponent
i ¢ er forskellig fra 0, har Ax = b ingen lgsning, hvilket giver en modstrid. Altsa er A
raekkeackvivalent med I.

Gar vi omvendt ud fra, at A er raekkeasckvivalent med I, viser raekkeoperationer, at
[A|b] ~ - -- ~ [I|c]. Dvs. for et vilkarligt b far vi lgsningen x = c. O

Saetning 3. For kvadratiske matricer A og C geelder, at

AC=1 = CA=1.

Bevis. Az = b har en lgsning for ethvert b, nemlig = Cb, idet A(Cb) = (AC)b =
Ib = b. A er altsa reekkeasckvivalent med I, jf. seetning 2. Nar A er reekkesekvivalent med
1, sa findes elementzere matricer Fy, Fs, ..., By, sa By --- EsF1A =1 eller DA = I, hvor
D =Fy---FyFE;. Vi har nu AC =1 og DA = I, hvorefter D = C ifglge setning 1. [

Korollar 1. AC=1 = Aerrequler N A '=E, - -EF;.

Korollar 2. A er requler, hvis og kun hvis A er rekkeekvivalent med I.
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Korollar 3. For kvadratiske matricer A og B gelder, at

AB=1 = A'=B A B l'=A

Algoritme 1. Simultant geelder
E, - -EyFiA=1 VAN Ek'”EzElI:Ail,

dvs.
[AIl ~---~[IIC] = C=A471 O

For matrixligningen AX = B, hvor A er reguleer, gelder

AX=B & A'AX=A"'"B & [X=A"'B & X=A'B.

Algoritme 2. Simultant gaelder
Ep---FEyFiA=1 A Ey---EyE\B=A"'B,

dvs.
[A|B] ~---~[I|IC] = C=A'B. O
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