Miniprojekt 3: Fejlkorligerende kgder — Fejlkorrigerende
koder

Denne note er skrevet med udgangspunkt i [1, p. 240-243, 249].
Et wvidere studium kan eksempelvis tage udgangspunkt i [2].
FEventuelle kommentarer kan sendes til olav@math.aau.dk

I kurset “Lineger Algebra” arbejder vi normalt med matricer, hvor elementerne
er reelle tal. Denne note behandler tilfseldet, hvor elementerne i matricerne
er tal i talstrukturen Zy = {0, 1}. Regnereglerne i Zg er som folger:
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Bemeerk, at 1 +1 =0=1— 1. Derfor er plus og minus det samme i Zj.

Eksempel 1 Betragt vektorene
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iZ3y. Vihari-v=1-14+0-14+0-041-1=14+04+0+1=1+1=0.
I Matlab udregnes prikproduktet sadan her:

>> u=[100 1], v=[1 1 0 1]

>> mod (u*transpose(v),2)

ans = 0

De fleste resultater, I kender for matricer over R, geelder ogsa for matricer
over Zs. Men ikke alle...



Opgave 1 Udregn ved hjelp af Matlab i -4 og U-U i Zo. Kan du fé gje pa
et feenomen, som aldrig ville finde sted, hvis du havde regnet med reelle tal?

Betragt situationen, hvor vi vil kommunikere over en stgjfyldt kanal (teenk
pa et langt ikke-afskeermet datakabel). Vi gnsker at sende en folge af 0’er
og 1’er svarende til indholdet af en fil. At kanalen er stgjfyldt betyder, at
nogle af 0’erne bliver lavet om til 1’er, inden de nar frem til modtageren.
Tilsvarende bliver nogle af 1’erne lavet om til 0’er. En simpel made, hvorpa
vi kan beskytte vores datatransmission, er hvis afsenderen sender tre kopier
af hvert enkelt bingert symbol. Istedet for 0 sendes altsa 000, og istedet for
1 sendes 111. De tilsvarende vektorer
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kaldes kodeord. Antag nu, at modtageren i den anden ende af information-
skanalen modtager 110. Denne vil nu regne med, at der nok er sket fejl i
tredie position, hvorfor den sendte besked antages at veere 1. Tilsvarende vil
man dekode 001 til 000, og dermed vil man antage, at den sendte besked er
0. Bemeerk, at vi kan rette én fejl, men ikke to eller tre. Lad os bringe oven-
stdende pa matrix form. Beskederne 0 og 1 identificeres med vektorerne [0]
og [1], og som naevnt ovenfor skrives kodeordene som sgjlevektorer af leengde
3.

Meaengden af kodeord kaldes en kode.

Indkodningen ovenfor af beskeder til kodeord svarer til den lineser transfor-
mation

T:79— 73
som repraesenteres af matricen
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Altsé er indkodningen givet ved Gmi, hvor m tilhgrer Zo = {0,1}. Matricen
G kaldes en generatormatrix.

Opgave 2 Indkod i Matlab beskeden 1. Altsd udregn Gm. Husk, Matlabko-

den for m er



Hvis vi vil tjekke, om
C1
c= Cco € Z%
C3
er et kodeord, skal vi undersgge, om alle tre komponenter er ens. Dette
svarer til at tjekke, om
€1 = C2
{ 1 = ¢cC3

holder, hvilket er det samme som at tjekke, om

ci+c = 0
cir+c3 = 0

holder (husk + og — er det samme), hvilket igen er det samme som at tjekke
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holder. Matricen

kaldes for en paritetstjekmatrix.

Opgave 3 Lad i = [000]7 og © = [010]". Udregn i Matlab Hi og H og
konkluder hvilket of ordene, der er et kodeord.

Da ¢ = [c1, co,c3]T altsa er et kodeord preecis hvis HE = 0, ja da er koden
simpelthen nulrummet af H.

Eksempel 2 Koden {[000]7,[1 1 1]T} har dimension 1. Fra SIF side 47
gverst plus SIF side 255 nederst har vi folgende resultat. Givet en matriz, da
er dimensionen af nulrummet lig med antallet af pivot-frie sgjler. Da koden
er nulrummet af H, s md H altsd have precis en pivot-fri sgjle. Dette
tjekkes med Matlabkommandoerne:



>> H=[110; 1 0 1]

H =

>> H(2,:)=mod(H(2,:)-H(1,:),2)

H =

Antag, at ¢ = [111]7 er afsendt, men at ¥ = [101]7 er modtaget. Vi har
7 = ¢+¢&, hvor &€ = [010]7 er fejlvektoren. I stedet for den tidligere beskrevne
dekodningsmetode (den, hvor vi ser hvilket symbol 0 eller 1, der forekommer
flest gange) dekoder vi nu vha. paritetstjekmatricen. Det vil hjelpe os til at
demonstrere et snedigt generelt princip. Vi udregner
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Da dette er forskelligt fra [00]7, er der sket fejl. Bemeerk, at Hi* = H(C+ €),
hvor € er fejlvektoren beskrevet ovenfor. Men HE = 0, og derfor har vi
Hé = Hi'=[10]T. Laeg maerke til, at hver ikke-nul vektor i Z2 forekommer
praecis én gang som sgjle 1 H, samt at hgjre side af (1) svarer til anden sgjle
i H. Vi konkluderer, at hvis der kun er sket én fejl, da er det i position 2.
Altsa € =[010]T, og dermed

1 0 1
c=rF—e=|0|-|1]|=|1
1 0 1

Den afsendte besked er altsa lig 1.

Opgave 4 Du modtager ¥ = [011]7. Udregn i Matlab H. Brug metoden
ovenfor til at rette fejl. Gentag med 7= [100]T.

Vi genereliserer nu ovenstaende konstruktion af koder.



Definition 1 Et k-dimensionalt underrum af Z% kaldes en [n, k]-kode. Givet
en [n, k]-kode C, da kaldes en n x k matriz G for en en tilhgrende generator-
matriz, nar sgjlerne i G er en basis for C. Tilsvarende kaldes en (n—k) xn
matriz H for en paritetstjekmatriz for C, nar C er nulrummet horende til

H.

En [n, k]-kode kan altsi bruges til at indkode beskeder af leengde k. En
besked 7 € Z& identificeres med et kodeord ¢ € Z% ved &= Gni.

Definition 2 Lad k < n. En [n,k] kode kaldes systematisk, hvis den har en
generatormatriz af formen
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(Her er A selvfolgelig en (n — k) x k matriz).

Bemaerkning 1 Givet et kodeord i en systematisk kode, da optreder den
indkodede besked som de forste k komponenter.

Opgave 5 Indtast i Matlab en biner 7 x 3 matriz G som i Definition 2.
Indkod forskellige beskeder (af lengde 3) og tjek at Bemeerkning 1 holder.
Husk, “mod” kommandoen.

Saetning 1 Lad C vere en systematisk [n, k|-kode med generatormatriz
I,
e-[%].
Sd er H = [AL,_i] en paritetstjekmatriz for C' (dvs. ¢ € C, hvis og kun hvis
HE=0).

Bevis:  Lad ¢ € C veere et vilkarligt kodeord, dvs. ¢ er af formen ¢ = Gm.
Men sa er

e — HGm:[AIn_k]Hf]m
= (A+ A)m = 0m =0.

Vi har nu vist, at C' er indeholdt i nulrummet hgrende til H. Men sével
nulrummet hgrende til H som C har dimension k, sa& C ma veere lig med
nulrummet. g



Eksempel 3 Koden med paritetstjekmatriz

K
1101100 1101 1 00

H=]1011010]|= 1 011 010 = [A I3]
0111001 01 11 0 01

kaldes en biner Hammingkode. Ifolge Definition 2 og Seetning 1 er den
systematisk med generatormatrix
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Der er sdiledes tale om en [7,4]-kode. Bemcerk, at sgjlerne i H bestar af

samtlige ikke-nul vektorer. Hver af disse forekommer precis én gang. Beske-
den m = [1010]T indkodes nu til

1000 1
0100 . 0
0010 0 1
0001 Ll=10
1101 0 1
1011 0
001 1 1] 1]

Der sker nu fejl under transmissionen, sdiledes modtages
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Modtageren kender ej det afsendte ord, men leder efter ¢ € C, saledes at der
geelder ¥ = ¢+ €, hvor € kun har én ikke-nul komponent. Der regnes
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Bemerk, at HE = 0 (jeevnfor definitionen af H ), og derfor har vi HT =
H(C+ €)= Hé. Huis der kun er én ikke-nul komponent i €, da ma det veere
den femte, da [100]7 er den femte sgjle i H. Modtageren dekoder derfor
korrekt til
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Vi har i Eksempel 3 argumenteret for, at man kan bruge folgende dekod-
ningsalgoritme for Hammingkoden:

1. Modtageren udregner H7"
2. Hvis H7 = 0, da konkluderes det, at der nok ikke er sket fejl.

3. Hvis H7 # 0, da undersgges hvilket sgjlenummer j, som svarer hertil.
Fejlen antages at vaere sket i position j, og der dekodes i overensstem-
melse hermed.

Opgave 6 Betragt den binere Hammingkode © Eksempel 3. Indkod ved hjelp
af Matlab beskeden m = [1011]7.

Opgave 7 Betragt den binere Hammingkode i« Fksempel 3. Du modtager
ordet 7= 1[1100110]". Benyt Matlab og metoden beskrevet i eksemplet til
at dekode.

Opgave 8 Betragt den binere Hammingkode fra Eksempel 3. Bring ved
hjelp af rekkeoperationer H pé reekke-echelonform (trappeform). Find antal
pivotfrie sgjler og bestem dimensionen af koden. Udover kommandoerne fra
Eksempel far du muligvis brug for noget i stil med folgende kommando, som
bytter om pa rekke 1 og reekke 3:

>> H([1 3],:)=H([3 11,:)
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