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Eksempel1
Ligningssystemet ����������	�
���������	�
�� (1)

kanogsåskrives � ��������	��������	�� 
 � � ���� � � �� � � � � 	 � 
 � � � ���
Matricen

� � �� � �
kaldesfor koefficientmatricen for ligningssystemet(1). Ligningssystemet(1) er fuld-
stændigbeskrevetvha.densåkaldteudvidedematrix (theaugmentedmatrix)� � �� ������ � � � �
Eksempel2
Ligningssystemet ����������	 �"!�# 
 �$�$ �%�"��	 
 � $ (2)

svarertil denudvidedematrix � � � �&!$�$ �'� ( ���� �� $ � �
Eksempel3
Ligningssystemet )*,+ ���"	 
 ��-����	 
 ��-����	 
 !
svarertil denudvidedematrix ./ � �� �� � ������

�� !102
(ligningssystemetharingenløsninger, kandusehvorfor?).
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Når manskal løseet barelidt indviklet lineærtligningssystem,er detmeget lettereat
arbejdemeddenudvidedematrix, frem for medselve ligningssystemet.Vi illustrerer
først metodenvha.et ikke særligindviklet eksempel,og giver efterfølgendeet mere
komplicereteksempel.

Eksempel4
Detteerenfortsættelseaf eksempel1. Traditionellemetodergiver����� �3��	 
 ���� �4��	 
 � (3)� � ��� �3��	 
 ��&�5� �&��	 
 ��� (4)� � ��� �3��	 
 �	 
 � (5)� � ��� 
 �6!	 
 � (6)� � � 
 �879	 
 � � (7)

Deudvidedematricerhørendetil (3), (4),:;:;: , (7) er� � �� �<���� � � � (8)� � ��'� �'� ���� ���� � (9)� � �( � ���� � � � (10)� � (( � ���� �&!� � (11)� � (( � ���� �879� � � (12)

Bemærkfølgendemegetvigtige sammenhænge:

Ligesomvi kommerfra (3) til (4) vedatgangeligning to igennemmed
� �

, såkommer
vi fra (8) til (9) vedat gangerække to igennemmed

���
.
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Ligesomvi kommerfra (4) til (5) ved at læggeligning et og ligning to sammen,så
kommervi fra (9) til (10) vedat læggerækkeet og række to sammen.

Ligesomvi kommerfra (5) til (6) ved at trække
�

gangeligning to fra ligning et, så
kommervi fra (10) til (11) vedat trække

�
gangerække to fra række et.

Ligesomvi kommerfra (6) til (7) vedat dividereligning et med
�
, såkommervi fra

(11) til (12) vedat dividererækkeet med
�
.

Vi skriver � � �� � ���� � � ��=
� � ��&� �&� ���� ���� �>= � � �( � ���� � � �= � � (( � ���� �&!� �?= � � (( � ���� � 79� �3�

Genereltsigesto udvidedematricer.@@@/�ACBDB AEBGF :;:;: AEBIHAJFKB ALFDF :;:;: ALFMH...
...

. . .
...A�N5BOA�NPF :;:;: A�NQH
���������
R BR F...R N
0TSSS2

og .@@@/�U BDB U BGF :;:;: U BIHU FKB U FDF :;:;: U FMH...
...

. . .
...U N5B U NPF :;:;: U NVH
���������
W BW F...W N
0 SSS2

at værerækkeækvivalentehvis denenekanfåsfra denandenvedat udføreenkom-
binationaf følgendeoperationpådenandenmatrix:

R1 ombytteto rækker

R2 gangeenrække medenkonstant(forskellig fra
(
)

R3 erstatteen række med summenaf den selv og en linearkombinationaf andre
rækker.

Hvis .@@@/�ACBDB AEBGF :;:;: AEBIHAJFKB ALFDF :;:;: ALFMH...
...

. . .
...A�N5BOA�NPF :;:;: A�NQH
���������
R BR F...R N
0 SSS2
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og .@@@/ U BDB U BGF :;:;: U BIHU FKB U FDF :;:;: U FMH...
...

. . .
...U N5B U NPF :;:;: U NVH
���������
W BW F...W N
0 SSS2

er rækkeækvivalente,såskrivervi.@@@/?AEBDB AEBGF :;:;: AEBIHALFKB ALFDF :;:;: ALFMH...
...

. . .
...A�N�BXA�NPF :;:;: A�NQH
���������
R BR F...R N
0TSSS2 =

.@@@/ U BDB U BGF :;:;: U BIHU FKB U FDF :;:;: U FMH...
...

. . .
...U N5B U NPF :;:;: U NQH
���������
W BW F...W N
0TSSS2 �

Eksempel5
Fraeksempel4 harvi for eksempel� � �� � ���� � � � =

� � (( � ���� � 7 9� � �
Sætning6
Hvis .@@@/�ACBDB AEBGF :;:;: AEBIHAJFKB ALFDF :;:;: ALFMH...

...
. . .

...A�N5BOA�NPF :;:;: A�NQH
���������
R BR F...R N
0TSSS2

og .@@@/ U BDB U BGF :;:;: U BIHU FKB U FDF :;:;: U FMH...
...

. . .
...U N5B U NPF :;:;: U NVH
���������
W BW F...W N
0 SSS2

er rækkeækvivalente,dahardetilhørendeligningssystemerpræcissammeløsninger.

Eksempel7
Detteerenfortsættelseaf eksemple4 og eksempel5.� � (( � ���� �879� �
svarertil ligningssystemet �Y� 
 � 79	 
 �
medløsningen � � 
 � 79	 
 � �
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� � �� � ���� � � �
svarertil ligningssystemet � ��������	 
 ���������	 
 �
medløsningen � � 
 � 79	 
 � �
Sætning8
Følgendegenerellemetodefinderalle forekommendeløsningertil et givet lineærtlig-
ningssystem.Opskriv denudvidedematrix.Foretagrækkeoperationeraf typenR1,R2,
R3 indtil ensimpeludvidetmatrix forekommer, og aflæsløsningenheraf.

Eksempel9
Ligningssystemet )*,+ � ���5	 �4��# 
 �� �'# 
 ���	 �3��# 
 �
ønskesløst.Dentilhørendeudvidedematrixopskrives,og derregnes../ � � �� ( ���( � � ������

� � � 02 Z B � Z F= ./ ( � �� ( � �( � � ������
�� � 02 Z B � Z 9= ./ ( ( �� ( ���( � � ������

�� � 02
række-

ombytning= ./ � ( � �( � �( ( � ������
� ���02 Z F\[ �Z 9 [ �=

./ � ( ���( � �( ( � ������
� BF BF 02 �

Vi harnuto muligheder. Mulighed1 erat løseligningssystemetvedatanvendesåkaldt
baglænssubstitutionpådensidstematrix.Mulighed2 erat fortsættemedrækkeopera-
tionerneaf typenR1,R2og R3 for at simplificeredenudvidedematrix yderligere.De
to mulighederbeskrivesi detfølgende.

mulighed1:

Af ./ � ( ���( � �( ( � ������
� BF BF 02 (13)

aflæservi, at
#�
 BF . Detteindsættesi ligning to (svarendetil række to i (13)	3��# 
 ��
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� 	3� �� 
 ��� 	-
]( �
Og vi indsætteri ligning et (svarendetil rækkeet i (13)���"#^
�� ��� �� 
_�� �>
� �� �
Vi harfundetløsningeǹ

�bac	dae#Lfg
 ` � BF ae(Ea BF f .
mulighed2:./ � ( ���( � �( ( � ������

� BF BF 02 Z F � Z 9= ./ � ( � �( � (( ( � ������
�( BF 02 Z B � Z 9= ./ � ( (( � (( ( � ������

� BF( BF 02
hvoraf løsningeǹ

�baK	hae#�fi
 ` � BF ac(Ea BF f aflæses.

Metodenfra eksempel9,hvor mulighed1 anvendes,kaldesGauss-eliminationmedef-
terfølgendebaglænssubstitution.Metodenfra eksempel9, hvor mulighed2 anvendes,
kaldesGauss-Jordanmetoden.

Sætning10
Et systemaf j lineæreligninger i j variableharpræcisenløsninghvis (og kun hvis)
dentilhørendekoefficientmatrixhardeterminantforskellig fra nul.

Eksempel11
Koefficientmatricenfra eksempel1 hardeterminant���� � �� � ���� 
�� $ �"�k�'
��'�ml
_( �
Koefficientmatricenfra eksempel9 hardeterminant������

� � �� ( ���( � � ������ 
 ����
( � �� � ���� ��� : ���� � �� � ���� ��( : ���� � �( � � ����
n� ` �6��fo� ` �4�"�Lfp
�q���3
_�ml
]( �
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Sætning12
Hvis to kvadratiske (dvs. j"rsj ) matricer t og u opfylder t = u , da gælderen af
følgendesammenhængev�w t w 
](�
 w u wv�w t w l
]( og w u w l
<( .
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