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8A — Flader, tangentplaner, normaler

8A — Flader, tangentplaner, normaler

>
>
>
>
>

(Reguleere) parameterfremstillinger for en flade
Eksempler

Kurver pa flader og deres tangenter
Tangentplan i et punkt pa fladen

Normalvektor i et punkt pa fladen
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8A — Flader, tangentplaner, normaler

Parameterfremstilling for en flade

En parameterfremstilling for
en flade S i rummet er givet
ved en vektorfunktion af to
variable (u,v):

r r:R2 oD — R3,
r(u,v) =
X(u,v),y(u,v),z(u,v)].
Horizontale og vertikale
linier overfgres til et krumt
koordinatsystem pa fladen.

Eksempel: En kortprojektion for en kugleflade: det krumme
koordinatsystem bestar af leengde- og breddecirkler.
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8A — Flader, tangentplaner, normaler

Parameterkurver og partielle afledede

S~

Gennem punktet Py med O—Pg, = r(up, Vo) lgber
u-kurven (1. parameterkurve) r(u, vo) med hastighedsvektor
ru(Uo, Vo) i Po
v-kurven (2. parameterkurve) r(ug, v) med hastighedsvektor
rv(Uo, Vo) i Po
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8A — Flader, tangentplaner, normaler

Reguleere parameterfremstillinger

D C R? &ben.

r: D — RS2 en glat (C®)
og injektiv (én til én) vek-
torfunktion af to variable.
r(u,v) =
x(u,v),y(u,v),z(u,v)]

De partielle afledede
ru(Uo, Vo), fv(Uo, Vo)  er
linesert uafheengige for
alle (up, vo) € D.
Dermed udspaender de
en (tangent)plan!
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8A — Flader, tangentplaner, normaler

Kurver pa en flade og tangentvektorer

Givet parameterfremstilling r : R2 O U — R3. Den beskriver
korrespondance mellem kurver i parameteromradet U i planen
og kurver pa fladen S givet ved

[u(t),v(t)] €U — x(t) =r(u(t),v(t)) € R3.
Beregning af hastighedsvektor/tangent til denne kurve i Pq
—_—
med OPg = [ug, Vo] = x(u(tp), v (tp)) ved hjeelp af keedereglen:

x:1=R3  te[u(t),v(t)] — r(u(t),v(t)).

x'(to) = u'(to)ru(uo, vo) +Vv'(to)ry (Uo, Vo)
€ span{ry(ug, Vo), rv(Uo, Vo) }

Alle hastighedsvektorer til kurver pa S gennem Py ligger altsd i

denne tangentplan!
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8A — Flader, tangentplaner, normaler

Tangentplan
Parameterfremstillinger for linezer og affin tangentplan
Tangentplan til fla-
den S i punktet Py =
span{ry(ug, Vo), rv (Uo, Vo) }
Krav: ry, ry lineaert uafhaengige
ialle [u,v] € U.

Parameterfremstillinger  for
tangentplan i Pg:
neeger tangentplan:
S = {sru(ug,vo) +
trV(UO,Vo), s, t e R}
affin tangentplan:

N

S = {Q e E}0Q =
r(up,vo) + sru(Uo,Vo) +
trV(UO,Vo), s,te R}
Den affine tangentplan approk-
cimeaerar fladen ved P~
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8A — Flader, tangentplaner, normaler

Normalvektor og ligning for tangentplan

En normalvektor til S i Pg:
ru(Uo, Vo) X Iy (Uo, Vo).

Enhedsnormalvektor til S i
Po:

, — Tu(Uo, Vo) xrv(Uo, Vo)
[ru(Uo, Vo) X rv(Uo, Vo)

Ligning for affin tangentplan 7p S:
O—Q> =X = [X, Y, z] skal opfylde ligningen
a(x —xg) +b(y —yo)+c(z —zp) = 0 med:

[a,b,c] =ry(ug, vo) X ry(Up, Vo) < normalvektor

>
> [Xo,Y0,2Zo] = r(ug, Vo) < punktiS og i tangentplan "



8B — Mélinger pa en flade

8B — Malinger pa en flade

v

Maling i “skeeve” koordinater

1. grundform = “krum Pythagoras
Leengde af en fladekurve

Areal af et fladestykke

v

v

v
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8B — Mélinger pa en flade

Pythagoras i skeeve koordinater

Leengde af vektor w = ary + bry i det “skaeve” koordinatsystem
med basisvektorer ry, ry:
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8B — Mélinger pa en flade

Kurvelaengde i krumme koordinater

Kurve givet ved parametrisering x(t) = r(u(t),v(t)).
Hvordan kan kurvens koordinater (u(t),v(t)) i kortet bruges til
at beregne kurvens leengde pa fladen?

kurve x(t)=r(u(t),v(t))
hastighed X' (t)=u’ry +V'ry
fart? X/ (t)|>=Eu’? + 2Fu'v’ + Gv?

(
kurveleengde! s(T) = faT Ix/(t)] dt =
aT VEU2 + 2Fu'v’ + Gv’2 dt.

lleengde af kurven (u(t), v(t)) i planen: fa VU ()2 +v/(t)? dt
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8B — Mélinger pa en flade

Areal i krumme koordinater

-G

Beregning af Rs areal ved hjeelp af parameteromradet
r-3{(R) = {[u,v] e U|r(u,v) e R}:

Areal(R) = //rl(R) Iry x ry| dudv

_ //1( )\/EG—FZdudv
r-1(R

Integranden v EG — F2 udtrykker den lokale arealforvanskning

under parameterfremstillingen.
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8B — Mélinger pa en flade

Eksempel: Kugleflade med radius p

Parameterfremstilling:

r(u,v) = [psinucosv,psinusinv, pcos uj

ru(u,v) = [pcosucosv, pcosusinv, —psinu]

rv(u,v) = [—psinusinv, psinucosv,O0].

(r x ry)(u,v) = [p?sinucosv, p?sinusinv, p?sinucosv] |
r(u,v).

1. fundamentalform:

E(u,v) ru(u,v) -ry(u,v) = p?

F(u,v) ra(u,v)-ry(u,v) =0

G(u,v) rv(u,v) -ry(u,v) = p?sin®u
(EG — F2)(u,v) = p*sin?u; \/(EG — F2)(u,v) = p?|sinul.
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8B — Mélinger pa en flade

Beelteareal pa kugleflade

Beelte B afgreenset af ug < u < ug,vg <v < vy:

Ar(B)
J

P
p
P

r(B)

frl )P 2| sin u| dudv
2 [l f !|sinuldv)du
f (v1 — Vo) sinudu

(vl —Vp)(cosug — cosuy).

r(ug,Vv)

r(u,v)

Areal af kugleflade:
Ug = O, U, = T,

Vo =0, vi = 2m.
Ar(S(p)) =
p?(2m—0)(1— (~1))
=470,
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