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Ortogonale vektormaengder og baser

En vektormaengde {vy,---, vk} C R" kaldes
ortogonal hvis vektorerne er parvis ortogonale: v; - v; = 0,
i #J.
ortonormal hvis alle vektorer desuden er enhedsvektorer:
v;-v,=1.

Theorem

En ortogonal vektormaengde er linesert uafhaengig, hvis den
ikke indeholder 0-vektoren 0.

n ortogonale (ortonormale) vektorer i R” udger en
ortogonal/ortonormalbasis: De udspaender hele R".

v
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Koordinater med hensyn til ortogonal/ortonormal-basis

Givet en ortogonalbasis vy, - - - , v} for R". S& er koordinaterne
for en vektor u € R" med hensyn til denne basis givet ved

u-vq o u-ve . +u-v,,v
_ . ot _
| v [[2 | va |2 [vn 27"

u

For en ortonormalbasis vy, - - - , v, } simplificeres dette il
u=(u-vy)vqy+ (U-Vvo)Vo+ -+ (U-vp)vp.

Koordinaterne fas ve at projicere vektoren u pa linjerne
gennem Origo med vektorerne v; som retningsvektorer.
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Gram-Schmidt algoritme

Hvordan overfarer man en basis til en ortogonal- og til en ortonormalbasis?

Givet en basis {uy, - - - ,u,} for R” bestaende af n linezert
uafheengige vektorer.
S4& opnas en ortogonalbasis {vy,---,v,} med Span
{uy, -+ ,ux} = Span {vy, -, vk} pa folgende made:
Vi = Uy
us - V4
Vo = Up — - —5Vq
| v |2
U3 - V4 U3z - Vo
V3 Uz — ——5V1 — Vo
| vy |2 | vz |2
B Up-Viq Unp- Vo Up-Vp_q
! S EE | va |2 [ Vot 1277
og en tilsvarende ortonormalbasis {wy,--- ,w,} ved
w; = 1 Vv;
A7 e
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Ortogonale lineaere afbildninger og matricer
Flere karakteriseringer

@ En lineeer afbildning T : R” — R" kaldes ortogonal hvis

den bevarer leengder: || T(v) ||=| v ||.
@ En n x n-matrix Q kaldes ortogonal hvis den bevarer
lzengder: || Qv ||=] v |.

Theorem

Folgende udsagn om en n x n-matrix Q er aekvivalente:
@ Q erortogonal, dvs.. bevarer lzengder.
© Q bevarer prikprodukt: Qu- Qv = u - v.
Q@ Q'Q=1
Q Qerinvertibelog @' = Q7.
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Ortogonale matricer
lukket under multiplikation, inverse og transponering

Givet to ortogonale n x n-matricer P, Q. Sa geelder:
@ PQ er ortogonal.
@ Q' erortogonal.
@ Q' erortogonal.

Tilsvarende for ortogonale linezere afbildninger.
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