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Operationer med vektorer

Definition

Givet vektorer u = [u1,u2, . . . ,un]T ,v = [v1, v2, . . . , vn]T .

Addition: u + v = [u1 + v1, . . . ,un + vn].
Multiplikation med tal c: cu = [cu1, . . . , cun].
Prikprodukt: u · v = u1v1 + u2v2 + · · · unvn.
Norm/længde: ‖ u ‖2= u · u = u2

1 + u2
2 + · · · u2

n .
Afstand: mellem u og v: ‖ u− v ‖.

Krydsprodukt (n = 3):
u× v = [u2v3 − u3v2,u3v1 − u1v3,u1v2 − u2v1].

Ortogonale vektorer
Vektorerne u og v er ortogonale hvis u · v = 0: u ⊥ v.
(n = 2 :) Vektoren û = [−u2,u1]

T er ortogonal på
u = [u1,u2].
(n = 3 :) Vektoren u× v er ortogonal på både u og v.
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Prikprodukt og geometri

Regneregler
1 u · u =‖ u ‖2

2 u · u = 0⇔ u = 0
3 u · v = v · u
4 u · (v + w) = u · v + u ·w
5 (cu) · v = c(u · v) = u · (cv)
6 ‖ cu ‖= |c| ‖ u ‖
7 u · v =‖ u ‖‖ v ‖ cos α

Uligheder

Cauchy-Schwarz: |u · v| ≤‖ u ‖‖ v ‖
Vinkel α mellem u og v: cos α = u·v

‖u‖‖v‖

Trekant: ‖ u + v ‖≤‖ u ‖ + ‖ v ‖
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Ortogonalprojektion og afstand

Givet en linje l ved retningsvektor v og en vektor u.
Ønskes: u = w + z, w‖v, z⊥v.
Løsning: w = u·v

v·v v; z = u−w.
Afstand fra P i spidsen af u til l : ‖ z ‖=‖ u−w ‖.
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Vektorer og matricer

Søjle- og rækkevektorer

r = [r1 r2 · · · rn] ∈ Rn; v =


v1
v2
...

vm

 ∈ Rm.

m× n-matrix

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 ;

aij ∈ R indgang (eller koefficient) i i-te række og j-te søjle.
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Matrixregning 1

Regler for addition og multiplikation med skalar
1 A + B = B + A
2 (A + B) + C = A + (B + C)

3 A + O = A
4 A + (−A) = O
5 (st)A = s(tA)
6 s(A + B) = sA + sB
7 (s + t)A = sA + tA
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Matrixregning 2
Transposition

Definition
Givet en m× n-matrix A = [aij ].
Den transponerede matrix AT er n×m-matricen AT = [aji ].
Rækkerne i AT er lig med As søjler. Søjlerne i AT er lig med As
rækker.

Regler for transposition
1 (A + B)T = AT + BT

2 (sA)T = sAT

3 (AT )T = A
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Linearkombinationer. Spænd

Givet et antal vektorer a1, . . . ,ap ∈ Rn.
En vektor v = c1a1 + · · ·+ cpap ∈ Rn, ci ∈ R, kaldes en
linearkombination af vektorerne a1, . . . ,ap ∈ Rn.
Vektorernes spænd er mængden af alle deres
linearkombinationer:

Span{a1, . . . ,ap} := {c1a1 + · · ·+ cpap| ci ∈ R} ⊂ Rn.

1D – 2D
1 a 6= 0⇒ Span{a} = {ca| c ∈ R} ⊂ Rn

vektorer på en linje gennem Origo med retning a.
2 Span{a1,a2} = {c1a1 + c2a2| c1, c2 ∈ R}

vektorer i en plan med retningsvektorer a1,a2
– med mindre a1 og a2 ligger på én linie.

Bemærk: en hel plan, ikke bare en kvadrant!
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Matrix gange vektor
Definition

Definition
A en m× n-matrix, x ∈ Rn  Ax ∈ Rm.

A = [a1 . . . an],x =

 x1
· · ·
xn

⇒ Ax = x1a1 + · · ·+ xnan

er linearkombinationen af As søjlevektorer ai med vægte xi .

Den i-te indgang (koefficient) i vektoren Ax:
ai1x1 + · · ·+ ainxn =

prikprodukt

ai1
· · ·
ain

·
 x1
· · ·
xn

 mellem As i-te rækkevektor og x.
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Specielle vektorer og matricer

Nulmatricen
m× n matricen O: alle koefficienter oij = 0.

Identitetsmatricen
n× n-matricen In har 1-taller på diagonalen og 0-taller udenfor.
Dens søjlevektorer er standard enhedsvektorerne
e1,e2, · · · ,en ∈ Rn.
Inx = x for alle x ∈ Rn.

2D rotationsmatricer

For en vinkel θ (teta) sættes Aθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

For en vektor v ∈ R2 gælder:
Aθv ∈ R2 er den vektor der fås ved at dreje vektoren v om
Origo (mod uret!)
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Matrix gange vektor

Egenskaber
1 A(u + v) = Au + Av
2 A(cu) = cAu
3 A0 = 0
4 (A + B)u = Au + Bu
5 Ov = 0 for alle v ∈ Rn

6 Inv = v for alle v ∈ Rn

7 Aej = aj – den j-te søjlevektor
8 Bw = Aw for alle vektorer w ∈ Rn ⇒ B = A
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