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Koreplan:
Repetition og perspektivering:

kl. 8:15 — 8:45 i Auditorium 4.

Forelasningens 1. del:

kl. 8:50 — 9: 25 i Auditorium 4.

Opgaveregning:
kl. 9:30 - 11:20 i grupperummene.

Forelasningens 2. del:

kl. 11:25 - 12:00 i Auditorium 4.

Naste gang:

Mandag, 17. marts, kl. 12:30 - 16:15.
Miniprojekt 3. Introduktion i Auditorium 3
fra kl. 12:30.

Mal og indhold:
Repetition:

Vektorfunktioner som parameterfremstil-
linger for kurver i plan og rum.
Differentiation og integration af vektor-
funktioner.

Nyt stof:

Ved differentiation af en parameterfrem-
stilling finder man den (variable) hastig-
hedsvektor, og som dens leengde, farten
som funktion af tiden. Ved at integrere far-
ten fra start til slut, finder man leengden af
den tilbagelagte vej; desveerre er formler-
ne dog ofte sa inviklede, at man ikke kan
integrere eksplicit.

Hvordan kan man male/beregne, hvor
krum en kurve er i et givet punkt? Det er
rimeligt at seette krumninge af en cir-
kel med radius R til % For en generel
kurve seetter man den til krumningen af
den bedst approksimerende cirkel i et gi-
vet punkt, den sdkaldte krumningscirke%

! eng.: curvature
2eller oskulationscirkel; eng.: osculating circle

Approximating circles and osculating circle

The green circle is the osculating circle at the white point. The light blue (eyan)
circle is the circle through the white and the two black points. When the black
peints converge to the white one (use the player), this approximating circle
converges to the osculating circle. You may choose another (white) point using the

scroller.
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Det samme mal fds hvis man differen-
tierer den vandrende enhedstangentvek-
tor T(s) langs med kurven med hensyn til
kurveleengden s. Nar man seetter T(s) =
(cos ¢(s),sin ¢(s)), s& maler ¢(s) vinklen
mellem X-aksen og T(s). Krumningen kan
tydes som vinkelhastighed ¢’(s). Krum-
ningen for en plan kurve beregnes ved
hjeelp af formel (12) pd s. 285. Det er dog
smartere hvis man lader veere med at tage
den numeriske veerdi i teelleren: Sa finder
man tillige ud af om kurven krummer med
eller mod uret.

Ved hjelp af krumningen kan man gi-
ve en bedre beskrivelse for den vandrende

RO= * piO= th2
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accelerationsvektor a(t). Hvis man — for en
plan kurve — definerer N(t) = T(t) som
vandrende normalvektor, sa har accelera-
tionen en tangential og en normal kompo-
nent:

a(t) = o' ()T(H) + (R (ON(); ()

Tangential and normal components of the
acceleration

The moving acceleration vector a in yellow, its tangential component in blue, its
normal component in white.
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Formlen (1) stemmer ogsd for en rum-
kurve, blot skal N sa findes som en enheds-
vektor i retning af ‘fi—z. Specielt kan man se,
at

e hgj fart kombineret med stor krum-
ning udleser problematisk store nor-

malkreefter — derfor bremser man
ned i hdrnalesving!

e Et pludseligt skifte i krumningen
medferer et pludseligt problematisk
skifte i normalkreefterne og skal der-
for undgas i beveaegelige systemer.

Endelig kan formel ogsd bruges til at

bestemme krumningen for en rumkurve,
se formel (27) pd s. 290.

Litteratur:

MF Sect. 11.6, pp. 283 - 291.

Wikipedia Curvature

Software:

e A Geometric Laboratory
e The Length of a Parametric Curve

e Tangent Circles and the Curvature of
a Function

Opgaverﬁ

Integration MF, 11.5, pp. 280 — 283: 27@
33

Anvendelser MF, 11.5: 61, 4@

3Facit: p- 384
*a(t) = [2,0,—4],19 = 0,vo = [0,10,0]

Kurvelengde MEF, 11.6, pp. 295 — 297: 1,

¥ 5.

Krumning MF, 11.6: qﬂ 11ﬂ

%a(t) = [cos(t),sin(t),0],x9 = [0,1,0], v = [-1,0,5]
®Bestem forst a(t), ry og seet vo = [vg, 0] Bestem herefter vy.

"Produktformel for differentiation!

8Find forst en parameterfremstilling [x(t),y(t)] for kurven

9en ellipse!
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