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Ligningssystemer og matricer

Til et ligningssystem svarer der en totalmatrix [A|b] bestaende
af koefficientmatrix A og hgjreside b.
Omvendt overseettes totalmatricen [A|b] til matrixligningen
X4
Ax = b med den ubekendte vektor x = | : | — et lineeert
Xn
ligningssystem “pa kort form”.
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Elementaere reekkeoperationer
pa ligningssystemer og matricer

ledende koefficient i en raekke: det forste element # 0!

| Navn Formal (i en sgijle)
Raekkeombytning ledende koefficient op, O-taller ned!
Raekkeaddition O-taller under/over ledende koefficient!
Raekkemultiplikation | ledende koefficient 1!

To matricer kaldes raekkeaekvivalente hvis man kan overfgre
den ene i den anden ved en eller flere elementeere
reekkeoperationer.

Hvorfor? To ligningssystemer svarende til raeekkeaekvivalente
totalmatricer har samme lgsningsmaengde!

Hvad kan man opna gennem systematisk anvendelse af
reekkeoperationer?
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Echelon-matricer

Matricer pa trappeform

Reaekke Echelon-matricer

En matrix pa echelonform har

© alle 0-raekker nederst.

© De ledende koefficienter (forst i reekken # 0) flytter til hgjre
nar man vandrer ned ad raekkerne.
(Konsekvens: | omradet under og til venstre for en ledende
koefficient star der kun 0O-taller).

Reducerede raekke Echelon-matricer

En matrix pa reduceret echelonform opfylder desuden:

@ Ledende koefficienter = 1 — kaldes Pivoter.
© Ogsa over Pivoter star der kun 0-taller.

En matrix kan ved raekkeoperationer overfgres til forskellige
matricer pa echelonform, men kun til en matrix pa reduceret
echelonform.
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Raekkereduktion til echelonform

Gauss-algoritmen (forleens)

Algoritmen (regnemetoden) gar igennem matricens sgjler fra
venstre til hgjre. Den bruger

r-ombytning for at opna at ledende koefficienter laengst vil
venstre optreeder i reekken lige under den sidst
opnaede Pivotposition

r-addition for at opna at der kun star O-taller under denne
ledende koefficient.

| hver sgjle: hajst en ombytning, men ofte flere additioner.
Resultat: En raekkeaekvivalent matrix pa echelonform.

Martin Raussen Matematik og FormLinezre ligningssystemer


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Gauss.html

Raekkereduktion til reduceret echelonform

Gauss-Jordan-algoritmen (bagleens)

Algoritmen fortsaetter fra en matrix pa echelonform. Den gar
igennem Pivotelementer fra venstre til hgjre og bruger

r-multiplikation for at opna at Pivotelementet bliver 1.

r-addition for at opna at der ogsa star 0-taller over
Pivotelementet.

Resultat: Den reekkeaekvivalente matrix pa reduceret
echelonform.

Oversaet (baglaens) til et simpelt ligningssystem.

Isoler de bundne variable (Pivotsgjler)— udtryk dem ved hjaelp
af de fri variable (sgjler uden Pivot).

Overfgr udtrykkene til en parameterfremstilling for
lasningsmaengden.
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Lasningsmaengden L for et lineaert ligningssystem |

“The general solution”

Lasningsmeengden beskriver alle lgsninger:
L={[x,..., Xn] € R"| Xq,...Xp opylder alle m ligninger} C R"”

@ Hvis en raekkeaekvivalent echelonmatrix indeholder en
raekke pa formen [00 - - - 0|c] med ¢ # 0, s& er systemet
inkonsistent — ingen lgsning — L = @.

@ Hovis ikke, sa svarer hver Pivotsgijle (som indeholder en
ledende koefficient) til en bunden variabel og hver af de
andre til en fri variabel.

@ Er der kun bundne variable, sa har systemet en entydig
lgsning — L har netop ét element [xq, - - -, Xp].

Denne lgsning findes umiddelbart ud fra den reducerede
echelonmatrix.
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Lasningsmaengden L for et lineeert ligningssystem |l
Frie variable — bundne variable

@ Frie variable kan antage vilkarlige reelle tal som veerdier,
uafhaengigt af hinanden.

@ De bundne variable udtrykkes som linearkombinationer af
de frie — ved substitution med udgangspunk i
echelonmatrix.

Resultat: en parameterfremstilling for lesningsmaengden L.

@ L[ har uendelig mange lgsninger hvis et konsistent system
giver anledning til en eller flere frie variable (sgjler uden
Pivot).
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Fra ligningssystem til lasningsmaengde
Trin for trin

@ Overfor ligningssystemet til (udvidet) matrix
© Raskkereduktion ~~ matrix pa echelonform

@ Er hgjresiden en Pivotsgjle (er der en ledende koefficient i
sidste sgjle)? Systemet er inkonsistent. Stop!
@ Ellers er systemet konsistent. Fortsaet!

© Reaekkereduktion ~~ matrix pa reduceret echelonform.

© Overfar denne sidste matrix til et (ekvivalent)
ligningssystem

© Isoler bundne variable ~ parameterfremstilling med de frie
variable som parametre
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Rang og nullitet

Givet en m x n-matrix A med reekkeaekvivalent matrix R pa
reduceret reekke echelonform.

Definition

@ As rang rank(A): Antal Pivotsgijler i R — og dermed i A.
© As nullitet (eller defekt) nullity (A): Antal sgjjler uden Pivot.

rank(A) + nullity(A) = n.

(Variablene er enten bundne eller fril)
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