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torer og egenveerdier

Definition

Forstaelse af afbildningen x — Ax fra R” — R"
for en n x n-matrix A.

@ En egenvekior for A er en vektor 0 # x € R" sdledes at
Ax = Ax for et reelt tal A.

Dette tal A kaldes egenvaerdi herende til x.

@ Givet en egenveerdi A € R. Meengden af alle vektorer
x € R” med Ax = Ax danner et underrum E, < R”",
egenrummet hgrende til A. Det indeholder, udover alle
egenvektorer til egenveerdien A, ogsa nulvektoren 0.

Egenrum som nulrum

For en given egenveerdi A € R stemmer egenrummet E,
overens med nulrummet Nul(A — Al) for matricen A— Al

AX=Ax < (A—Alx=0.
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Beregning af egenveerdier
Det karakteristiske polynomium

Egenveerdier og matrixligninger

For hvilke reelle tal A € R har ligningen Ax = Ax en ikke-triviel
lgsning 0 #x? & For hvilke reelle tal A € R har
ligningen (A — Al)x = 0 en ikke-triviel lgsning 0 #x?
FAkvivalente betingelser:
@ A— Al ersingulaer (dvs. ikke invertibel)
@ det(A—Al)=0.

y

@ For en n x n matrix A kaldes polynomiet (grad = n)
pa(t) = det(A — tl) matricens karakteristiske polynomium.
De reelle rgdder A i det karakteristiske polynomium svarer
til matricens egenveerdier.

@ Givet en egenveerdi A. Dens algebraiske multiplicitet svarer
til multipliciteten af denne rod i pa(t), dvs. den hgjeste
potens r saledes at (t — A)" gar op i pa(t).
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Simileere matricer; diagonaliserbare matricer

Definitioner og egenskaber

@ To n x n-matricer A, B kaldes similaere (eng.: similar) hvis
der findes en invertibel n x n-matrix P saledes at
A= PBP~.

@ En n x n-matrix A kan diagonaliseres hvis den er simileer til
en diagonalmatrix D (med Oer udenfor diagonalen):
A= PDP-',D= P 1AP.

| A\

Diagonalmatricer

For en diagonalmatrix D geelder:
egenvektorer: standard enhedsvektorer e;
egenveerdier: diagonalkoefficienter dj;
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Hvad har similaere matricer til faelles?

Karakteristisk polynomium, egenveerdier og deres multipliciteter

For simileere matricer A, B gaelder:

@ De har det samme karakteristiske polynomium (~ samme
egenveerdier, med samme algebraiske multiplicitet).

Q@ E,(A) = P(E\(B)). Egenrum har samme dimension!

Q@ det(A— Al) = det(PBP~' — Al) = det(P(B— Al)P~1) =
det Pdet(B — Al)det P~ = det(B — Al) = pg(A).
© Bv=Av= APv = PBP 'Pv=PBv = \Pv.
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Hvornar kan en matrix diagonaliseres?

og hvordan?

Theorem

En n x n-matrix A kan diagonaliseres hvis og kun hvis der
findes en egenvektorbasis for A, dvs. en basis {v1,Va, ..., vn}
for R" bestdende af egenvektorer.

@ Bestem As egenveerdier A4, Ao, ..., An — med multiplicitet;
de er ikke ngdvendigvis alle forskellige.

© Bestem en egenvektorbasis {vq,Va,...,Vp}: AV, = A,
Q P=[vivs ...V + basisegenvektorer som sgjler

Q D = diag(Ay, Ag, ..., An) < egenveerdier pa diagonalen.
Samme reekkefolge!
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Specielle tilfeelde
n forskellige egenveerdier — rotationer

Givet en n x n-matrix A med n forskellige reelle egenveerdier
A, Ao, e, An.

@ Tilherende egenvektorer — Av; = A;v; — danner en
egenvektorbasis {Vi,Va, ..., Vp}.

@ A kan diagonaliseres.

v

Drejninger — spejlinger

@ En 2 x 2 rotationsmatrix har ingen egenveerdier/vektorer
(med mindre drejningsvinklen er 0 eller ).

@ En 3 x 3 rotations.matrix har alle vektorer pa aksen som
egenvektorer (egenveerdi 1) og ikke andre (med mindre
drejningsvinklen er 0 eller 7).

@ Spejlingsmatricer?
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Hvornar kan en matrix diagonaliseres?

Et preecist kriterium

Givet en n x n-matrix A.

Definition

Egenveerdien A for A har

algebraisk multiplicitet ay = k hvis k er den starste eksponent
séaledes at (t — A)X géar op i matricens
karakteristiske polynomium pa(t);

geometrisk multiplicitet gy, =dim E, — dimensionen af
egenrummet hgrende til A.

Theorem

@ For enhver egenveerdi A gaelder: g, < aj.
© A er diagonaliserbar hvis og kun hvis
@ ) a, = n—antallet af (reelle) egenveerdier talt med deres

algebraiske multiplicitet.
@ fForenhver egenveerdi A geelder: g, = a, .
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