Liapunov stabilitet

Vi ensker at undersoge et dynamisk system X’ = F(X), hvor F : U — R" er en C!-
funktion pa en dben delmaengde U C R" i neerheden af et givet ligeveegstpunkt X* € U.
Veerktojet er en given differentiabel funktion L : V' — R defineret pa en dben omegn
XrevClu.

Sddan en funktion L kaldes en Liapunovfunktion (for F i X*), hvis den er positiv
definit og hvis L er negativ semidefinit (i X* p& V) og en strengt Liapunovfunktion hvis
L endda er negativ definit.

Satning 0.1 ([1l, pp. 194/195)
1. Huis der findes en Liapunovfunktion L for F i X*, sd er X* et stabilt ligevaegtspunkt.

2. Huis der findes en streng Liapunovfunktion L for F i X*, sd er X* et asymptotisk stabilt
ligevaegtspunkt.

I beviset gor vi brug af greensemaengder for en flowlinie (banekurve, trajektorie). Vi
skriver X(t) for den flowlinie med begyndelsesveerdi X til tidspunkt t: X(t) = ®(X, ¢).

Definition 0.2 ([1l], 10.1) For et punkt X € U — 0g dermed en banekurve X (t) — defineres
1. w(X) = {limy_ o X(t;)| tx — o0 0g X (tx) konvergent} — w-graensemangden for X;
2. a(X) = {limy_,o X(t)| txy — —o0 0g X(ty) konvergent} — a-graensemeengden for X.

Selvom det ikke pa fohand er klart at lim; . X(t) eksisterer, kan vi dog allerede
konkludere:

Lemma 0.3 Lad L betegne en Liapunovfunktion for F. Sd geelder:
1. Foren folge t, — oomed Z = limy_,, X(tx) € w(X) gaelder: L(Z) = limy_o L(X(#g))-
2. Lerkonstant pd w(X) og lim;_,o L(X(t)) eksisterer og er lig med denne konstante veerdi.

3. Forallet > 009 Z € w(X) galder: L(X(t)) > L(Z) (og L(X(t)) > L(Z) hvis L er
streng Liapunov).

Bevis Lemma.

1. fordi L er kontinuert.

2. Funktionen t — L(X(t)) er aftagende og nedadtil begraenset. Derfor er lim;_., L(X(t))
lig med infimum af meengden {L(X(#))|t > 0}. Det samme geelder for limy o, L(X(#))

for enhver folge t, — oo.



3. For enhver t > 0 og enhver folge t; — oo findes der et [ sdledes at t < t;. Derfor
gelder L(X(f)) > L(X(#;)) > L(limg_o(X(tx)). Den forste ulighed er streng for
en streng Liapunovfunktion.

Bevis Saetning.

1. Givet en dben delmeengde X* € O C V. Veelg § > 0 tilpas lille sdledes at kuglen
(cirkelskiven) med radius § > 0, B5(X*) C O - det kan gores fordi O er aben.
Restriktionen af funktionen L til sfeeren (cirklen) Ss(X*) er en kontinuert funktion
pa den kompakte maengde S;(X*), som kun antager positive veerdier idet L er
positiv definit . Den antager derfor pa Ss(X*) et minimum «a > 0!

Vi ser nu pa meengden O7 := {X € Bs(X*)|L(X) < a} C Bs(X*). Der geelder:

(@) O er en dben meengde —idet L er kontinuert.
(b) X* € Oy, dvs. O; er en dben omegn af X*.
() O1NSs(X*) = .

For X € Oy, > 0 geelder: L(X(t)) < L(X) < a. Derfor kan X(t) aldrig krydse
Ss(X*) for t > 0 og dermed geelder: X(t) € O1 C O: X* er stabil!

2. I de folgende to trin vises at w-greensemeengden w(X) for ethvert punkt X € O,
opfylder: w(X) N O1 = {X*}. Dette medferer: lim;_,. X(t) = X+

(a) For X € O; ogenvilkarlig felge t, — co danner X(t,) en felgei O; C Bs(X*);
denne kugle er kompakt (lukket og begraenset) og dermed folgekompakt.
Altsa findes der en delfelge t,, — oo saledes at X(t,,) konvergerer mod et
element Z € Bs(X*). Da L er kontinuert geelder:

L(Z) = limy_,o L(X(t4,)) < L(X) < & 0og dermed Z € w(X) N O;.

(b) Vi vil nu vise at w(X) ikke kan indeholde andre punkter end X* — ved et
indirekte bevis: Antag at Z € w(X),Z # X*. Sa findes der en folge t; — oo
med lim X(t;) = Z. Da L er positiv definit, geelder L(Z) > 0 = L(X*).

Vi betragter nu banekurven Z(s) med begyndelsesveerdi Z(0) = Z. Idet L
er negativ definit, geelder £L(Z(s)) < 0 og L er dermed strengt aftagende
langs med Z(s). For et givet s > 0 geelder altsa: L(Z(0)) — L(Z(s)) = L(Z) —
L(Z(s)) > 0.

Nu udnytter vi to kendsgerninger:

i. Flowet ® for systemet givet ved F atheenger kontinuert af begyndelsesbe-
tingelserne.

ii. L er kontinuert.

Hvorfor? Prov f.eks. et indirekte bevis.



Som konsekvens er den sammensatte afbildning X — L(®(X,s)) = L(X(s))
kontinuert for enhver vaerdi s > 0. Givet ¢ > 0 findes der derfor & > 0 sdledes
at

Y —Z| <é=|L(Y(s)) — L(Z(s))| < e.

Velges e = L(Z) — L(Z(s)) findes der altsé et § > 0 saledes at

Y —Z| <6 = L(Y(s)) = L(Z(s)) + L(Y(s)) — L(Z(s)) < L(Z(s)) + L(Z) —
L(Z(s)) = L(Z).

Idet limy_,, X(tx) = Z, findes der — for § valgt som ovenover — et naturligt
tal K > O séledes atk > K = | X(t;) — Z| < J, og derfor, med Y = X(#):
L(X(tx+s)) = L(®(X(t),s)) < L(Z).

Da L er strengt monotont aftagende pa banekurven X(s) geelder der pa den
anden side med Lemma[0.3/(3): L(Z) < L(X(tx + s)). Disse to konklusioner
modstrider hinanden, altsa kan Z ikke veere et w-graensepunkt for banekur-
ven.

Bemarkning. I beviset indgar, at differentialligningssystemet X’ = F(X) har en (en-
tydigt bestemt) losning X(t) for alle X € O; som lever for evigt: X(t) er givet for t > 0.
Eksistensseetningen leverer en losning pa et (maksimalt) interval I. Hvorfor kan dette
interval ikke have en endelig ovre greense T? I sa fald ligger X(t) € Op fort < T og
Xt := lim;_,1 X(t) eksisterer og er indeholdt i Bs(X*). Da L er monotont aftagende
gelder desuden: L(Xt1) < a og derfor: X7 € ;. Derfor kan man lase begyndelses-
veerdiproblemet med Y (0) = X(T), ovenikebet indenfor O, og herefter “stykke de to
losninger X(t) og Y (s) sammen til en der lever leengere end til t = T”. Man kan alter-
nativt benytte [1], Corollary pa s. 397.
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