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Kaderegel — differentiation af sammensatte funktioner

Vi viser en version af keedereglen, som ikke forudseetter at de enkelte funktioner er C! —
med et bevis som udelukkende gor brug af definitionerne og ikke af middelveerdiseet-
ningen.

Theorem 0.1. Givet dbne (definitions-)meengder O C R", U C R™ og funktioner F : O —
R™,G : U — R" sdledes at F(O) C U. Desuden et punkt xo € O, sdledes at F er differentiabel
i xo 0g G er differentiabel i F(xg).

Konklusion: Den sammensatte funktion G o F er differentiabel i xg 0g Jacobi-matricerne opfylder:

D(G o F)(xo) = DG(F(x0))DF(xo). 1)
Bevis. F differentiabel i xo betyder:
F(xo +h) = F(xo) = DF(xo)h+ [[h [|S2(h) med lim S>(h) = 0 2)
G differentiabel i yq betyder:
G(yo +k) = G(yo) = DG(yo)k+ [ Kk || S1(k) med lim 5;(k) = 0. (3)
G o F differentiabel i x¢ betyder:

(GoF)(xo+ 1) ~ (Go F)(xp) = D(G o F)(xo)ht [ | S5(h) med lim Ss(h) = 0. (4)

Vi indseetter yg = F(xq), k = F(xg + h) — F(xg) fra (1) i (1) og far:

G(F(xo+h)) = G(F(x0)) = DG(F(xo))k +||k||81( )
= DG(F(x0))(F(xo+h) —F(x0))+ ||k || S1(k)
= G( (x0))DF(xo)h + DG(F(x0) ) ([[ b [| S2(h))+ ||k [| S1 (k)
= DG(F(x0))DF(xo)h+ ||h [ S3(h)
med $3(h) = DG(F(x))S2(h) + [ (k).

Ifolge @[) fas differentiabilitet af G o F i xg og keedereglen (1)) hvis blot vi kan vise at
hl’l’lhﬁo 53 (h) = 0:

1. Fra (1) udnyttes at limy, 9 Sz(h) = 0. Da matricen DG(F(xp)) ikke varierer med h
geelder: limy, g DG(F(x0))S2(h) = DG(F(xg)) limy_.¢ S2(h) = DG(F(xp))0 = 0.

2. Da F er differentiabel i xg, er funktionen ogsad kontinuert der, dvs.
limp, ok = limy_.o(F(xp+h) — F(xp)) = 0 og derfor limy, .o S1(k) = 0. Desuden

geelder:
I%H =l Dl—"(xo)H%H |+ || S2(h) |[<|| DF(xo) || +1 for h hlleISpec1elt er HhH begreenset
tetpah = 0.
Fra 1.0g 2. konkluderer vi: limy, ¢ S3(h) = 0.
O
151,(“) _ Ri(“).
2Her bruges Cauchy-Schwarz uligheden for matricer og : limy .9 S2(h) =0.
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