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Bolzano-Weierstrass sætning for delmængder af
Euklidiske rum
En karakterisering af følgekompakte mængder

Theorem
En delmængde A ⊆ Rn er følgekompakt hvis og kun hvis den er
lukket og begrænset.

En følgekompakt delmængde B ⊆ R har både et maksimum og
et minimum.
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Extremumsværdier for reelle funktioner

Theorem
Givet A ⊆ Rn, F : A→ Rm kontinuert. Så gælder:
A følgekompakt⇒ F (A) følgekompakt.

Corollary
En kontinuert funktion f : A→ R med følgekompakt
definitionsområde ∅ 6= A ⊆ Rn antager både maximum og
minimum.

Theorem
En delmængde ∅ 6= A ⊆ Rn har extremværdieegenskaben
(enhver kontinuert reel funktion med definitionsområde A
antager maximum og minimum)⇔ A er følgekompakt.
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Ligelig kontinuerte funktioner
Kontinuert på følgekompakt definitionsområde⇒ ligelig kontinuert

Definition
En afbildning F : A→ Rm, A ⊆ Rn kaldes ligelig kontinuert hvis

for to følger {uk}, {vk} gælder:
limk→∞dist(uk , vk ) = 0⇒ limk→∞dist(F (uk ), F (vk )) = 0.
⇔
for ethvert ε > 0 findes δ > 0 således at:
dist(u, v) < δ⇒ dist(F (u), F (v)) < ε.

Theorem
En kontinuert funktion F : A→ Rm på en følgekompakt
mængde A ⊆ Rn er altid ligelig kontinuert.
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Kurvesammenhængende mængder

Definition
En delmængde A ⊆ Rn kaldes kurvesammenhængende hvis
der for hvert par u, v ∈ A findes en kontinuert kurve
γ : [a, b]→ A som forbinder u og v : γ(a) = u, γ(b) = v.

Theorem
For en kontinuert funktion F : A→ Rm, A ⊆ Rn, gælder:
A kurvesammenhængende⇒ F (A) kurvesammenhængende.

Corollary

For en kontinuert funktion f : A→ R, A ⊆ Rn, gælder:
A kurvesammenhængende⇒ f (A) ⊂ R er et interval.

Konklusion⇔ A har mellemværdiegenskab.
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