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Cauchyfalger
Konvergens?

Definition

En folge {px} i et metrisk X kaldes Cauchy-fglge hvis:
For ethvert e > 0 findes N € N saledes at:
k,1> N = d(pk,p/) < E&.

En konvergent folge er en Cauchy-folge.

Definition
Et metrisk rum X kaldes fuldsteendig hvis enhver Cauchyfalge i
X konvergerer (i X).

| A

Theorem
@ R" er fuldsteendig.

@ Lukkede delmaengder af fuldstaendige metriske rum er selv
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Kontraktioner, fixpunkter

@ En afbildning T : X — Y mellem metriske rum kaldes
Lipschitz hvis der findes en (Lipschitz) konstant ¢ > 0
saldes at:

p.q € X = dy(T(p), T(q)) < cdx(p.q).

@ En Lipschitz afbildning med Lipschitz konstant 0 < ¢< 1

kaldes en kontraktion.

Givet en afbildning T : X — X fra et metrisk rum ind i sig selv.
Et punkt x € X kaldes fixpunkt for T hvis T(x) = x.
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Banachs fixpunktsaetning
Skridt i beviset

Theorem

Givet et fuldstaendigt metrisk rum X.
En kontraktion T : X — X har netop ét fixpunkt x.
For et hvilket som helst xo € X geelder: limk_,., TX(xg) = x.

@ Entydighed:
d(x,y) =d(T(x), T(y)) < cd(x,y) = d(x,y) = 0.
@ Folgen xx = TX(xy) er en Cauchyfalge
= limg_ Xk = X € X eksisterer.
© x erfixpunkt: T(x) = limk_o T(Xk) = liMg_co Xk 11 = X.
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