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Opgaver og Losninger

Opgave 1. Denne opgave omhandler uendelige reekker.

1. Afger, om reekken

i cos(n)
= 2n2 +sin(n)
er konvergent eller divergent.

2. Afgor, om reekken

[e) e n
1;114—6_”

er konvergent eller divergent.

3. Bestem konvergensradius for potensraekken

[ee]

) D2y

n=0
Gor rede for, at for x = —% er summen af denne potensraekke lig %

Losningsskitse. 1. Idet —1 < cos(n),sin(n) < 1 for alle n € N geelder der for alle
n € N:
cos(n) < 1 1
2n? +sin(n) '~ 2n?2 -1 — n?’

Reekken ) > ¢ # konvergerer (en p-reekke, Fitzpatrick, Corollary 9.13). Pa
grund af sammenligningskriteriet (Fitzpatrick, Corollary 9.8) konvergerer reek-
ken

i cos(n)
= 2n2 +sin(n)

absolut, og dermed konvergerer den (Fitzpatrick, Corollary 9.18).
2. Idete™ > O for alle n € N, geelder der:

e—l’l

0
< 1+e "

<e = (=)

1
e

Reekken Y° ;(2)" er en konvergent geometrisk raekke idet 0 < % < 1 (Fitz-
patrick, Proposition 9.6). Pa grund af sammenligningskriteriet konvergerer

—n

reekken ) ;7 ¢ 15— ligeledes.

3. Vi anvender brokkriteriet (Fitzpatrick, Corollary 9.21) og far:
22n+2 | Pt |

=4 .
21| x| x|
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Reekken konvergerer derfor (absolut) for 4 | x |< 1 og divergerer for
4 | x |> 1. Dermed har reekken konvergensradius }1. For x = —% tds den
geometriske raekke (Fitzpatrick, Proposition 9.6)

ad 2
2n _ — _
B e L e

n=0

Opgave 2. Der er givet en funktion F : R* — R? ved
F(u,v,x,y) = (xy + uv, xu + yov).
Der er ogsa givet et punkt
(10, v0, %0, v0) = (1,1,1,—1) € R%.

1. Vis, at F(ug, vo, X0, o) = (0,0).

2. Vis, at der findes en &ben meengde W C R? med (x, vo) € W og en kontinuert
differentiabel funktion ¢ : W — R2, sledes at g(xo, o) = (10, v0), og séledes
at F(g(x,y),x,y) = (0,0) for alle (x,y) € W.

3. Viskriver g(x,v) = (¢1(x,v), $2(x,y)). Find de fire partielle afledede

981 981 982 982
Ep —=—=(1,-1), 3y —=—=(1,-1), Ep —==(1,-1), 3y —==(1,-1).
Losningsskitse. 1. F(1,1,1,-1)=(-1+1,1-1) = (0,0).

2. Vi anvender implicit funktionsseetning (Fitzpatrick, Theorem 17.6) og tester
forst forudseetningerne. Afbildningen F er givet ved polynomier (i fire vari-
able) og dermed C®. Nu beregnes matricen

(1 1,1,-1)| _ ll 1 ]
(1 1,1,-1) 1 -1

med determinant —2 # 0. Derfor har matricen D(u,v)F(l, 1,1,—1) en invers
matrix og seetningen kan anvendes. Specielt geelder:

[%%(1,—1> %%(1,—11

%i(1,1,1,-1)

D(,»F(1,1,1,-1) = %ﬁ(l 11 1)
u 4 7 7

,Q‘ie

%) %)

- 1(-1 -1} (-1 1 0 -1
= =P P11 1) Dy FL L1 -1) = 5 [—1 1} {1 1} - {1 0}'

Opgave 3. Vis, at

o (i 116 T 4

/°° ( x2 P ™2

ved hjeelp af residueregning.
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Losningsskitse. Idet x* + 16 = (x> — 4i)(x® + 4i) = [i_o(x — 2wZ"™) hvor wg =
%(1 + i) er en primitiv 8ende enhedsrod (w§ = 1) har integranden fire simple

poler i 2w§k+1, 0 < k < 3 (ingen af dem pa den reelle akse!)

Da2+2 = degx? < degx? + 16 = 4, kan vi anvende Jensen, Proposition 8.2 og

skal beregne integrandens residuer i wg og i w3 i den gvre halvplan. Disse bereg-

nes ifolge opskrift 2. i Jensen, s. 30:

4w§ wg \/E

Res(f2w08) = i~ 8 16077
8
48 w2 V2
) = e VI
8

Vi konkluderer med Proposition 8.2:

00 x2 \/E T \/E
——dx=2mi—(1—-i—-1—i) = ——.
l/;p(x4—%16) x = 2mige (1 ==
Opgave 4. Der er givet en kompleks funktion ved
1
h(z) = .
()= 2 i
1. Vis, at h(z) er en meromorf funktion med simple poleriz = —1 og z = 2i.

2. Bestem residuet i de to poler.
3. Hvad er konvergensradius for potensreekkeudviklingen af /(z) med udvik-
lingspunkt zg = 2?

4. Bestem potensraekkeudviklingen af /(z) med udviklingspunkt zg = 2.
Vink: Man kan starte med at eftervise, at der geelder:

0 = (6505 )

og efterfolgende transformere dette udtryk ved hjeelp af geometriske raekker
i hvilke z — 2 indgar.

Losningsskitse. 1. Naevneren faktoriseres: z2 + (1 — 2i)z — 2i = (z+ 1)(z — 2i). Da
teelleren har grad 0 og navneren har simple redder, er —1 og 2i de eneste
singulariteter, og de er simple poler.

2. Ved at bruge opskrift 2. i Jensen, s. 30 fas:

1 —1+42i
esh=1) = s+ 5
. 1 1-2i
Resth2) = 3izivi—2i~ 5
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3. Vi benytter Jensen, Theorem 5.1 og bestemmer radius r for den storste abne
cirkel om zp = 2, i hvilken funktionen / er holomorf. Denne cirkel har netop
en af polerne —1 og 2i pa randen og den anden udenfor. Idet || 2 — (—1) ||= 3
og || 2 — 2i ||=2v/2 < 3 er konvergensradius r = 2+/2.

4. Vi finder en partialbrokdekomposition for i pd formen

hz) = 1 __A B (A+B)z+(A-2iB)
24+ (1-20)z—-2i z-2 z+1 224 (1-2i)z—2i

A, B skal tilfredsstille det linezere ligningssystem A+ B = 0, A —2iB = 1 med
losning A = %, B = — A og derfor

1-—2i 1 1
h = — )
(@)= 37
Nu geelder:
1 1 1 1 1 Oz —
- -2 2V 2;
1 1 1 1& z—
- =3 —2|< 3.
z+1 31z—2 31_z2 32( Ylz=-2]

3 n=0
Sammenfattende fas for | z — 2 |< 2v/2:

1-2i & (—1)" (1)t

Mz = —3 Zo[(2—2i)"+1 g E2)
n=

1-2i & (14 )+ 1

= 5 LV T gl
1-2i & (34 3i)" 1 —gntl
1—-2; & (3\/§w8)n+1 _gn+l

= Y, (=) J[(z—2)".

5 = 12n+1
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