Elementaer sandsynlighedsregning

Sandsynlighedsbegrebet

Et udfaldsrum S er meengden af alle de mulige udfald af et eksperiment.
En haendelse A er en delmaengde af udfaldsrummet S.
Et sandsynlighedsmal er en funktion P, der afbilder haendelser ind i intervallet [0;1]. Funk-
tionen P skal opfylde
PS) =1
0=PA)=1
ANB=g = P(AuB)=P(A)+P(B)

Der geelder blandt andet
P(2)=0
P(A°)=1-P(A)
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)

Betinget sandsynlighed:

P(ANB)
P(A|B) = W’ P(B)>0

A og B er uathaengige, hvis

P(AnB)=P(A)P(B)foralle A, B

Uathaengighed medforer, at

P(A|B)=P(A) og P(B|A)=P(B)

Lad Ey, Es, ..., Ey veere en klassedeling af S, dvs. Ej, Eo, ..., Ex opfylder

EimEj=®f0rallei;éj
EiUEU---UE=8S *

Loven om total sandsynlighed:

k
P(A)=) P(AIE)P(E) **
i=1

*Definitionen kan udvides til at geelde teelleligt mange heendelser, dvs. Ej UEa U--- = S.



Bayes’ formel:

peeia o PAEDPE)  PAEYPE)
TP Xk PAIE)PEY I= 5

Symmetrisk sandsynlighed: Nar alle udfald i S har samme sandsynlighed, kan sandsynlighe-
den for en haendelse A udregnes ved at teelle, hvor mange udfald der horer til A, og dividere

med antallet af udfald i S. Altsa .
# gunstige
P(A)= ——7F—

# mulige

Stokastisk variabel

En stokastisk variabel X er en reel funktion defineret pa udfaldsrummet S, dvs. X : S — R,
X(s)=x,s€S

X er diskret, nar X antager endeligt mange veaerdier eller hojst teelleligt mange veerdier.

X er kontinuert, nar X antager flere end teelleligt mange veerdier.

Diskrete fordelinger

Sandsynlighedsfunktion for en diskret stokastisk variabel:

pxr) = P(X = xg)

Nar X er heltallig, dvs. nar X kun antager hele tal som veerdier, kan sandsynlighedsfunktionen
skrives

plk)=P(X =k)
Fordelingsfunktion:
Fx)=P(X<x)= ) plxx), xeR
X=X
Middelverdi af X:

E[X]=) xpplxp) =
k

Middelveerdi af en afledt stokastisk variabel g(X):

E[g(X)] =) g(xi) p(xp)
k

Varians af X:
Var(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?] — (E[X])* = 0?

Spredning:

o =/ Var(X)

**Formlerne modificeres, nar S bestar af teelleligt mange heendelser.



Eksempel 1. Kast med en terning. Lad X betegne antal ojne.

1
p(k)=g, k=1,2,...,6
61 16(6+1) 7
E[X]=) _:_( ):_ *
&6 6 2 2
6. 1 16-7-13 91
EX’]=) k*—=- ==
&6 6 6 6

91 (7\2 182-147 35
Var() = —- (5] = ———==
6 12 12

2

Lad Y betegne antal kast, der medgar, indtil en sekser fremkommer.

p(k) = é(g)k_l, k=1,2,...

S ® 15k 11
E[Y]_k;lkG( )

k%

6(1-2)

1/5k-1 1 2

E[(Y+1)Y]_k§1(k+1)kg(é) “Sa T 2
E[Y?]=E[(Y +1)Y]-E[Y]=72-6=66
Var(Y) = E[Y?] - (E[Y])? = 66 — 6% = 30 O

6

o0

Indikatorvariabel. Lad I, betegne indikatorvariabel for haendelsen A, dvs. 14 antager veer-
dien 1, nér A forekommer, og veerdien 0, nar A forekommer. Szt P(A) = p.

ElIa]l = p, Var(I4) = p(1-p)

Binomialfordelingen. Lad X vere antal gange en hendelse A forekommer blandt »n uaf-
haengige gentagelser af et forseg. Set P(A) = p. Bemeerk, at X kan opfattes som en sum af
indikatorvariable for heendelsen A, dvs. X =14, + 14, +...+ 14,.

p(k) = (Z)pk(l -p)" kK k=01,..,n

E[X] = np, Var(X) = np(1 - p)

At X er binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p, skrives kort
X ~ b(n, p).

Poissonfordelingen. Lad A vaere det gennemsnitlige antal begivenheder, der indtraeffer i et
omrdde (interval), og lad X veere det antal begivenheder, der indtreeffer.

e—/l k

pk) = THR
E[X]=A1, Var(X)=A

k=0,1,2,...

At X er Poissonfordelt med parameter A, skrives kort X ~ p(A).

*Vedr. summationer, se baggrundsnote til sandsynlighedsregning side 3
**Vedr. summationer, se baggrundsnote til sandsynlighedsregning side 4



Kontinuerte fordelinger

Fordelingsfunktion:
Fx)=PX=x), xR

Bemeerk, at der gaelder
lim F(x) =0, lim F(x)=1
X——00 X—00

Hvis der findes en stykkevis kontinuert funktion f, der opfylder

fx)=0, xeR
f fwydu=F(x), xeR

sd kaldes f teethedsfunktion for X. Der geelder blandt andet
[ ~ f)dx=1
P(X_:)x) =0, xeR
Pla< X <x) :fabf(x)dx:F(b)—F(a)

Middelveerdi af X: o
E[X] =f xf(x)dx=p

Middelveerdi af en afledt stokastisk variabel g(X):

E[g(X)] =f gx) f(x)dx

Varians af X:
Var(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?] — (E[X])* = 0?

Spredning:

o =/ Var(X)

Eksempel 2. Lad X vere en stokastisk variabel med tethedsfunktion f(x) = 3x2,0<x<1.
1 x*1 3
E[X] :f x3x2dx:3[—] =—
0 410 4

1 x°71 3
E[XZ]:f x23x2dx:3[—] =2
0 510 5

3 (3y2 48-45 3
Var(X) = = - ( ) = =2 —0.0375
5 80 80

4

Lad Y = VX veere en afledt stokastisk variabel.

1 2 711 6
— 2 — —x2 = —
E[Y]_fo VX 3x dx_3[7x ] -

0
1 3
E[Y?] :f (Vx)? 3x2dx=Z
0
3 (62 147-144 3
Var(Y) = = — (—) - T 2 10,0153
1 \7 196 196



Ligefordeling pa interval. X ~ Ula; b].

1
‘f(lj = Z;tr;;, a<x<b

a+b b? - a?

E[X] = 5> Var(X) = 12

Eksponentialfordelingen. X ~ e(1).
fx)=Ae ™, x=0

1 1
E[X] = T Var(X) = Tz

Normalfordelingen. X ~ N(u, o?).

_amp?
e 22, —00<X<00

fl) =

1
V2mo
E[X]=py, Var(X)=o0°

Todimensional stokastisk variabel

Diskrete fordelinger
Den simultane sandsynlighedsfunktion for en todimensional diskret variabel (X, Y):
pxj,yr) =P(X=x;,Y =yp) =P(X=x;nY = yi)
Marginal sandsynlighedsfunktion
for X : Px(Xj)IP(XZXj):ZP(xijk)
k

forY: pY(J/k)ZP(YZJ’k):ZP(xj'y’C)
j

Middelveerdi af en afledt endimensional stokastisk variable g(X, Y):

ElgX, ] =YY g(xj,y) p(xj, yk)
j ok
X og Y er uafhaengige, hvis p(x;j, yx) = px(x;) py (yx) for alle j og k.

Eksempel 3. Kast med to terninger. Lad X betegne det storste antal ojne, der fremkommer,
oglad Y betegne summen af antal pjne. Bemeerk, af X kan antage veerdierne 1,2,...,6, og at
Y kan antage veerdierne 2,3,...,11,12. Vi udregner veerdierne af den simultane sandsynlig-
hedsfunktion:

PX=x,Y=y)| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1
1 e - - - - - - - - - -
2 1
2 - 3% 3% - - - - -
2 2 1
3 - - 3% 3% 3% - — ~— — — -
4 _ - o~ 2 2 2 1 _ _ _ _
36 36 36 36
5 _ _ _ _ 2 2 2 2 1 _ _
36 36 36 36 36

6 2 2 2 2 2 21
36 36 36 36 36 36




Marginalfordelingen

. x 1 2 3 5 6
or X: _ 1 3 5 7 9 11
P(X =x) ‘ 36 36 36 36 36 36
y |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
for Y: 1 2 6 5 4 3 2 1

= L 2 3 4 5 3
P(Y—y)‘sﬁ 36 36 3 36 36 36 36 36 36 36

Bemeerk, at marginalfordelingerne fremkommer ved simpel addition af henholdsvis reekker
og sojler i skemaet for den simultane sandsynlighedsfunktion.

Udregning af middelveerdi og varians af henholdsvis X og Y:

1 3 5 7 9 11 161
EX]=1—=+2—=+3—=+4—=+5—=+6—==—+
36 36 36 36 36 36 36
) 1 3 5 7 9 11 791
EX1=1—4+4—+9—=+16—+25—+36—=—
36 36 36 36 36 36 36

791 (161\2 28476-25921 2555
Var(X) = — — (—) - - ~1.9715
36 (36 1296 1296
1 2 2 1 252
E[Y]=2— 432 4. 4112 +12— =222 _
36 36 36 °36 36
, 1 2 2 1 1974 329
ElY]=4—+9—+ - +121 =+ 144—=—— = —
36 36 36 36 36 6
247 _, 1974-1764 210 35
Var(Y)= =X 7227207 27 _ 22 58333 0
6 36 36 6

Kontinuerte fordelinger

Den simultane fordelingsfunktion for den todimensionale kontinuerte variabel (X, Y):

F(x,y))=P(X<x,Y<y), (7 ecR?

Hvis der findes en stykkevis kontinuert funktion af to reelle variable, som opfylder
fan=0, (x,yeR?
x ory
[ f fu,v)dudv =F(x,y)
—00 J—00

sé kaldes f(x, y) den simultane teethedsfunktion for (X, Y).

Marginale teetheder:
fx(x)=f f,ydy

fy(y)=f fx,ydx

X og Y er uathaengige, hvis teethedsfunktionerne opfylder f(x, y) = fx(x) fy ().

Middelveerdi af en afledt endimensional stokastisk variabel g(X, Y):

E[g(X,Y)]=f f glx,y) fx,y)dxdy



Eksempel 4. Lad den simultane teethedsfunktion for (X, Y) veere givet som

fx,y)=12x*, 0<x<1, O<sy<l-x
De marginale teetheder bliver

1-x
fx(x)zf 12x%dy =12x*(1-x) =12(x* - x%), 0<x<1
0

fY(J/)ZfO

Bemeerk, at X og Y er atheengige.

1-y x3 1-y
12x2dx = 12[?]0 =4(1-3y+3)2 )%, 0=y=1

Udregning af middelveerdi og varians af henholdsvis X og Y

1 4 5 1 1 1 3
E[X]:f x12(x2—x3)dx:12[x——x—] :12(___):_
0 4 510 4 5 5
1 5 6 1 1 1 2
E[Xz]:f x212(x2—x3)dx:12[x——x—] :12(___):_
0 5 6 1o 5 6 5
vy 2 2 (32 _10-9 _ 1
a0=--(5) =5 =5
1 2 3 4 5.
E[Y]=| ya(-3y+3y2—yHdy=4[2L 3L 3L L
Hfoy( yyy)y[z . 45]0
1 1 1 1 11
=4(5-37+3.-2) =4 — ==
2 7374 5 20 5
1 3 4 5 6.1
E[Y? =[ 2401 -3y+3y2 — yHdy=4|L 3L 43V
[]oy(yyy)y[3456]0
1 1 1 1, 1
=4(——3—+3———)——
3 177576/ 15
1 (12 5-3 2
Var(Y)———(—) _22_ < 0
15 \5 75 75

Kovarians og korrelation

Kovariansen mellem to stokastiske variable X og Y er givet ved

Cov(X,Y) =E[(X -E[X])(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y] =0oxy

Bemeerk, at

X, Y uathengige = E[XY]=E[X]E[Y] = Cov(X,Y)=0

Nar Cov(X,Y) >0, sé siges X og Y at vere positivt korrelerede, og nar Cov(X, Y) < 0, sa siges
X og Y at veere negativt korrelerede.

Korrelationskoefficienten, eller blot korrelationen, er en dimensionslgs udgave af kovarian-

sen:
Cov(X,Y) oxy

X, V)= =
Pl ) \/Var(X)\/Var(Y) Ox0y

Egenskaber ved korrelation:

-1=p(X,V)<1
p(X,Y)=+1 = Ha,p:Y=0a+pX



Eksempel 3 fortsat. Udregning af kovarians og korrelation:

1 2 3 2 1 1232 308
E[XY]:1~2‘%+2~3'—+2-4-—+~~-+6~11'—+6-12‘—— =

36 36 36 36 36 9
308 161 1232-1127 105 35
Cov(X,Y)=— - —.7=""C 2 =~ - 529167
9 36 36 36 12
® 630
p(X,Y) = ~0.8601

\/E\/E ~ V/25551/210
1296 6

Eksempel 4 fortsat. Udregning af kovarians og korrelation:

1 pl-x 1 Y2 11-x 1
E[XY] =f f xy12x2dydx:f 12x3[—] dx:Gf x¥(1-2x+x))dx
0 0 0 2 0 0

! ¥ x5 X1 1 2 1y 15-24+10 1
:(Sjw x3_-2x4+-x5d]:::6[——u—2__.+.__] ::6(_____+__):: -
0 4 5 6 10 4 5 6 60 10

1 31 5-6 1

Cov(X,V)=——2.2=2"2___~

10 55 50 50

Regneregler

Regneregler for middelvaerdi

P(X=c)=1=E[X]=c

ElaX+bY]=aE[X]+DE[Y]

n n
E[) a;X;]=) a; E[X;]
i=1 i=1

X; < X» = E[X3] <E[X»].

|E[X]| = E[IX]].

Regneregler for varians
e P(X=c¢)=1 < Var(X) =0.

e Var(aX + bY) = a? Var(X) + 2abCov(X, Y) + b® Var(Y)

n n
o Var(}_ a;X;) =) a?Var(X) +2 Y a;a; Cov(X;, X;)
: &~

i=1 i i<j

Regneregler for kovarians
¢ X og Y uafthaengige = Cov(X,Y)=0

e Cov(X,Y)=Cov(Y,X)



Cov(X, X) = Var(X)

Cov(aX,bY)=abCov(X,Y)

Cov(X+Y,Z)=Cov(X, Z)+Cov(Y, 2Z)

Cov(X,Y + Z) =Cov(X,Y) +Cov(X, Z)

Cov(}_aiX;,) bjYj)=) ) aibjCov(X;,Y})
i j i j

Udregning af hgjere ordens momenter

¢ Det n’te moment for en stokastisk variabel

Z xep(xp)
EIX" =4 %
f x"f(x)dx
¢ Det n'te centrale moment:
> =" plxp)
EI(X —E[X)" =4 %
f (x—w"f(x)dx
hvor u = E[X].
29.1.2010
Bo Rosbjerg



