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Lagerstyring

Hver maned leveres et antal mgtrikker L.
Forbrug den ite dag i méneden: X; (tilfeeldigt antal)
Beholdning ved manedens indgang: By = L

Beholdning efter t dage:
Bi=By—X1—Xo— - —Xe =By —Yi_, X.

Forventet veerdi af B; ? Sandsynlighed for at B; < 0 7 Hvor stor
skal L vaere ? = brug for at regne p3 tilfeeldige/stokastiske
variable.

Metoder:
1. teoretiske resultater

2. Monte Carlo metoder (computer-simulation)

Kursusindhold:

» Sandsynlighedsregning og lagerstyring

» Normalfordelingen og Monte Carlo-metoder

Smagsprgve pa fundamentale matematiske metoder af relevans for
Jjeres videre uddannelse og virke

Hver undervisningsgang tager udgangspunkt i et konkret eksempel
pa en anvendelse af de gennemgaede matematiske metoder
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Forventet vaerdi/middelvaerdi
Gentager et eksperiment igen og igen (f.eks. kast med terning)

X;: tilfeeldig veerdi af ite eksperiment

Gennemsnit (repraesentativ veerdi) af n gentagelser:

1 n
X=(Xi+Xo+ -+ X, =f§ X;
(Xi+Xo+ -+ Xn)/n n

Antag X; kun antager vaerdierne 1,2,..., M.

M M
- 1 Am
m=1 m=1
hvor A, er antal gange vaerdien m (1,2,..., M — 1 eller M) kom

ud.

Hvis n — co: Am/n vil tilnzerme sig sandsynligheden P(X; = m)

for vaerdien m
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Forventet vaerdi - fortsat

Definition den forventede veerdi (middelvaerdien) for en stokastisk

variabel X med mulige veerdier 1,..., M er
M
EX = Z mppm hvor pp, = P(X = m)
m=1

P(X = m) er sandsynligheden for, at X tager vaerdien m
Eksempel: X antal gjne ved kast med erlig terning, p, = 1/6.
1 1

1
EX =12 +2- 4+ +6- =3
gt 26 =35
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Regneregler

Antag at X og Y er to stokastiske variable
EX+ Y] =EX+EY

EaX = aEX
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Hvis observationerne ikke er positive heltal, bruges samme opskrift:

EX er det vaegtede gennemsnit af de mulige vaerdier for X, med
vaegte givet ved de tilknyttede sandsynligheder.

Eksempel: Antag X kan antage veerdiere —2, 0 og 3 med
sandsynlighederne 0.4, 0.5 og 0.1. Da er

EX=-2-044+0-054+3-01=-08+4+0+03=-05
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Tilbage til lageret
Forventet veerdi af beholdning:
EB; = L —tEX;
(antager alle X; har samme middelveerdi)

For at beregne EXj skal vi kende sandsynlighedsfunktionen
p(m) = pm for Xi.

Definition En funktion p(m) er en sandsynlighedsfunktion hvis

M
p(m)>00g 3 p(m) =1
m=1
X har sandsynlighedsfunktion p(m) hvis P(X = m) = p(m).
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Fundamental sandsynlighedsregning Eksempler
Lad A og B veare to haendelser. Da galder
P(A eller B) = P(A) + P(B) — P(A og B)

hvor P(A eller B) er sandsynligheden for at mindst en af
handelserne indtreffer og P(A og B) er sandsynligheden for at
begge handelser indtraeffer.

Eksempel: kast med terning A: kast med terning giver 1, B kast
med terning giver 2. P(A) = P(B) =1/6. P(Aog B) =0 da vi
ikke kan f& bade 1 og 2 i et terningkast. Dvs.

[llustration vha. Venn diagram: P(Aeller By=P(leller2)=1/64+1/6—-0=2/6=1/3
Two Set Venn Diagram

E= Evanaring | Total Mumber of iems)
B A: kast giver 4 eller 5 og B: kast giver 5 eller 6.
P(A) = P(B) =1/3 og P(A og B) = P(kast giver 5) = 1/6.

Dermed P(A eller B) =1/3+1/3 — 1/6 = 3/6.

Mot in A and Not in B

The tetad numbar of ilems mistadd ke aqual "E” evenvihing
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Fundamental sandsynlighedsregning fortsat Binomialfordelingen
Lad S; veere fejlstatus for ite komponent (i =1,...,n):

S {1 ite komponent defekt
l' =

Hvis A og B er uafhangige glder 0 ellers

P(A og B) = P(A)P(B) Antager S;'er er uafheengige.

Total antal defekte: X = (S1+---+S5,)=>7, S
A og B uafhaengige: viden om A er indtruffet eller ej pavirker ikke

sandsynligheden for B. Eksempel: lad n = 3 og p vaere sandsynligheden for defekt
komponent. Sekvensen 010 angiver S; = 0,5, =1,5; =0.

Eksempel (to kast med terning) A: 6'er i fgrste kast. B: 6'er i Dermed

andet kast.

P(X = 1) = P(100 eller 010 eller 001) =
P(100) + P(010) + P(001) =
p(]. - p)(l - P) + (1 — P)p(l — p) + (1 — p)(]_ _ P)P — 3P(1 _ p)2

Bemaerk, at f.eks. A =100 og B = 010 ikke begge kan indtraffe.

Antallet af mader en defekt ud af tre kan fremkomme=3.
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P(A og B) = P(A)P(B) = 1/36



Pa foregaende slide antog vi at S;'erne vafhangige (udfaldet af Sy
giver ikke viden om udfaldet af Sy) hvorved f.eks.

P(S1=10g $ = 0) = P(S; = 1)P(S; = 0) = p(1 — p)

Generelt n:

hvor

() = =

er antal mader vi kan f& m 1'ere i n forsgg.
Ovenstdende er sandsynlighedsfunktionen for en binomial-fordeling.

Fakultet: f.eks. 5! =5-4-3-2-10g 0! = 1.

Eksempel (lager): der bruges mellem 0 og 10 mgtrikker pr. dag og
forventet vaerdi er 2 = X; ~ b(10,0.2).
Total forbrug for en maned:

30
X =" X~ b(300,02)
i=1

Forventet manedsforbrug: EX = 60. St L = EX = 60.

Sandsynlighed for at lageret tgmmes :

P(Bso < 0) = P(L—X < 0) = P(X > L) = 1—P(X < 60) = 0.4655
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Middelvaerdi for en binomialfordeling

Antag X er binomialfordelt b(n, p) med antalsparameter n og
sandsynlighedsparameter p. Sa er

EX =np
Kan udregnes vha. sandsynlighedsfunktionen, men nemmere:
EX =E[S1+ -+ S| =ES1 +--- +ES, = np
Sum af to uafhangige binomialfordelinger med samme
sandsynlighedsparameter:

X1 ~ b(n1, p) og Xz ~ b(n2, p) = X = X1 + Xa ~ b(n1 + n2, p)
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Fraktiler

Stgrre lager ngdvendigt. F.eks. vaelge L s3 P(X > L) < 0.01%.

Fraktil: tallet x er en g fraktil for X hvis P(X < x) = q. F.eks. er
2 en 7% fraktil for X hvis P(X < 2) = 0.07.

Dvs. i lager-eksemplet skal vi bestemme L sd L mindst er en
99.99% fraktil for X.

Ggres f.eks. i R vha. gbinom()-funktionen.
Lgsning: L > 87.

Er binomialfordeling rimelig model ?
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Poisson-processen og Poisson-fordelingen

Antag at haendelser (f.eks. opkald til help-desk) indtraeffer over tid
i henhold til fglgende:
1. antal haendelser i to disjunkte tidsintervaller er uathangige
2. i meget kort tidsrum hgjst en haendelse
3. sandsynligheden for en haendelse i meget kort tidsrum
[t,t + dt[ er Adt

Da kaldes fglgen af tidspunkter for haendelser en Poisson-proces.

Betragt det totale antal haendelser i et tidsrum [0, T]. Inddel
tidsrummet i n sma intervaller hver af leengde T/n. Lad S; veere 1
hvis haendelse i i'te interval og nul ellers. Da har X =", S;
tilnaermelsesvist en binomialfordeling b(n, AT /n) med middelvaerdi
w=AT.

Binomial og Poisson-fordeling

b(10,0.2) og Poisson med p = 2 henholdsvis 5(100,0.02) og
Poisson p = 2:
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| hvert plot samme middelvaerdi for binomial og Poisson fordeling.
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1= AT: forventet antal handelser over tidsrum af laengde T. \:
forventet antal haendelser pr. tidsenhed.

Man kan vise, at ndr n — oo sa vil sandsynlighedsfunktionen for
b(n,AT/n) = b(n,u/n) ga mod

= ) = exo(— )
P(X = m) = exp(—n)
Dette er sandsynlighedsfunktionen for en Poisson-fordeling.

NB: en Poisson-fordelt stokastisk variabel kan antage alle
heltalsvardier.

Udledning af Poisson fordeling udfra binomial-fordelinger giver
EX =pu

og (sum af uafhaengige Poisson-variable)

X1 ~ Poisson(u1) og Xz ~ Poisson(u2) = X1+Xz ~ Poisson(u1+pu2)

Tilbage til lageret

Antag dagligt forbrug Poisson(2). Dermed manedsforbrug
Poisson(60).

Sandsynlighed for at lageret tgmmes :

P(Bsp < 0) = P(L—X < 0) = P(X > L) = 1—P(X < 60) = 0.4657

Stort set samme tal som med binomialfordeling da
b(300, 0.2) = Poisson(60) (n = 300 stor !)
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Med den simple lager-model kan vi nemt eksplicit beregne de fleste
middelveerdier og sandsynligheder.

Men hvad hvis vi f.eks. spgrger om noget mere kompliceret - f.eks.
forventede ventetid V til lageret gar i nul:

V = max{t|B; > 0}
Da har V ikke en simpel sandsynlighedsfordeling.

Lgsning kan vaere Monte Carlo beregning = “empirisk beregning af
middelvardier vha. computer-simulationer”

5. Antag P(A) =1/3, P(B) = 1/4 og P(A eller B) = 1/12 hvor
A er handelsen, at det regner pa vej til arbejde, og B er
handelsen, at bussen er forsinket. Er A og B uafhaengige
handelser ?

6. Lad X ~ b(3,0.25). Hvad er P(X < 1) ? Hvad er EX ?

7. Antag Xi ~ b(10,0.10) og X2 ~ b(30,0.10) er uathzengige.
Argumenter for at summen X er b(40,0.10). Hvad er EX ?

8. (trafikuheld i et vejkryds) Antag at sandsynligheden for en
ulykke indenfor et tidsrum af 1 minut er 0.00007, at der ikke
sker 2 ulykker pd en gang og at ulykker indtraffer uafhaengigt
af hinanden.

8.1 Hvad er det forventede antal ulykker indenfor en méned (31
dage) ?

8.2 Hvad er sandsynligheden for, at der ikke forekommer ulykker
indenfor en maned 7

8.3 Er opgavens antagelser realistiske ?

9. Antag antal mal i fgrste halvleg er Poisson-fordelt med
middelvaerdi 1.5 og Poisson-fordelt med middelvaerdi 1 i anden
halvleg og at antallene af mal er uafhangige. Hvad er
sandsynligheden for at der i alt scores mindst en gang ?

21/24

23 /24

Opgaver

1. (spil med uzerlig mgnt) lad X = —1 hvis plat og 1 hvis krone.
Antag sandsynlighed for plat 0.4. Hvad er EX ?

2. (kast med uerlig terning) Lad P(X =5) = P(X =6) = 0.25
og P(X=1)=P(X =2)=P(X =3)=P(X =4).

2.1 Hvader P(X =1)7?
2.2 hvad er P(X <3)7?
2.3 Hvad er EX 7

3. LadEX =4 0g EY =5.
3.1 Hvad er E(2X +3Y) ?
3.2 Hvad er E[X — Y] ?

4. Antag to kort udtages tilfaeldigt (med tilbagelaegning) fra et
szt spillekort. Lad haendelserne A og B vzere at henholdsvis
det fgrste og det andet spillekort er et es.

4.1 Hvad er sandsynligheden for, at begge kort er esser
(P(Aog B)) ?
4.2 Hvad er sandsynligheden for, at fgrste kort er et es og andet
kort ikke er et es ?
4.3 Hvad er sandsynligheden for, at ingen af kortene er et es ?
4.4 Hvad er sandsynligheden for, at mindst et kort er et es
(P(A eller B)) ? P& hvor mange méader kan du udregne dette ? 224

Facit

1: 0.2,2.1: 1/8,2.2: 3/8, 2.3: 4, 3.1: 23, 3.2: -1, 4.1: (1/13)?
4.2: (1/13)(12/13) 4.3: (12/13)? 4.4:

2/13 —(1/13)2 = 1 — (12/13)? = 2(1/13)(12/13) + (1/13)? 5: nej
(P(A og B) =1/2 mens P(A)P(B) = 1/12), 6: 0.84375, 0.75, 7:
4,8.1: 3.12.8.2: 0.04, 9: 0.92
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