Om kurset

Landmaélingens fejlteori

. Kursusholder
Lektion 1 Rasmus Waagepetersen
Det matematiske fundament Institut for Matematiske Fag

. . . rw@math.aau.dk
Kontinuerte stokastiske variable

Litteratur
Kasper Klitgaard Berthelsen, Poul Winding & Jens Mgller Pedersen,

Rasmus Waagepetersen - rw@math.aau.dk Noter i Fejlteori.

Kursusform
Institut for Matematiske Fag Seks kursusgange, hver med vekslen mellem forelaesninger og opgaver.
Aalborg Universitet Eksamen

Mundtlig og feelles med Det matematiske grundlag for kortprojektioner.
Tager udgangspunkt i seks opgaver - tre fra hvert af de to kurser.

Landmalingens fejlteori - Lektion 1 - Kontinuerte stokastiske variable Rasmus Waagepetersen Landmalingens fejlteori - Lektion 1 - Kontinuerte stokastiske variable Rasmus Waagepetersen

Om kurset hedsregning Stokastisk va Normalfordelingen Om kurset Sandsynlighedsregning

® introduktion til basal sandsynlighedsberegning
m introduktion til basal statistik/fejlteori Sa
m hvordan kvantificeres usikkerhed pa en mailing eller et gennemsnit af
malinger ?
m hvorledes kvantificeres usikkerhed pa en stgrrelse beregnet ud fra
mélinger som er behaftet med fejl ? Se

NB: jeg afviger af og til lidt fra noternes fremstilling, nar det er 1

h . Arealet af ovenstaende trekant kan bestemmes vha:
hensigtsmaessigt.

areal = 15, - s, - sinav.

Hvordan kvantificerer vi usikkerheden pa malinger/skgn af «, sp 0g s 7
Hvordan kvantificerer vi den resulterende usikkerhed péd det beregnede
areal ?
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Om kurset E \ nin, oka al € Normalfordelingen

Antag vi har fglgende 25 malinger af a:
129.188, 129.203, 129.211, ..., 129.196, 129.205, 129.193.
Histogram over malingerne:

12917 129.19 129.21 129.23

Hvad er et godt skgn/estimat for a? Gennemsnittet? Hvad kan vi sige
om usikkerheden pé vores estimat?
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Om kurset Sandsynlighedsregning Stokastisk va Normalfordelingen

Udgangspunkt: Vi udfgrer et eksperiment/miling og observerer om en
given hendelse H indtraffer.

Antag vi gentager eksperimentet n gange under identiske forhold og lader
m angive antal gange, hvor H indtraf.

Hvis n gér mod uendelig vil andelen m/n gd mod en fast stgrrelse -
sandsynligheden for at H indtraeffer.

Sandsynligheden noteres P(H) (P’ for ‘probability")
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Om kurset

Kender vi usikkerheden pa skgnnene/estimaterne af «, s, og s. giver
Fejlforplantningsloven (clou’et i dette kursus) et skgn over usikkerheden

pa det beregnede areal.
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Sandsynlighedsregning

Eksperiment: Kast en fair mgnt
Mulige udfald: Plat og Krone
H: kast giver krone.

Mgnten er fair, dvs. i det lange Igb forventer vi lige store andele plat og

krone. Med andre ord galder P(H) = 0,5.
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Sandsynlighedsregning

Sandsynlighedsregning

Vi har to gange kastet en fair mgnt 25 gange.
Resultat: to fglger af plat (P) og krone (K)

1. folge: PKKKKKPPKKKKPKPKPPPPPPPPP (o) Antag vi maler en leengde. Eksempel pd handelse: den mélte leengde er
2. fglge: KKKKPPPPKPKPPKKKKPKPKKPPK (a) mellem 173,21 og 173,24 meter.
S { &5-3-A-3
o | oo Mal lzengden igen og igen (under samme forhold og uafhangigt af
e ° o® N0 L 0-07C~g 0 o hinanden). Sandsynligheden
g 37 / 2% Al ol _A—A‘X:X:A~A:%ZA‘A~A_A
T o34 g AT MRSLE P(den mélte lzngde er mellem 173,21 og 173,24)
<
Z / er saledes andelen af malinger, der (i det lange Igb) falder mellem 173,21
s =2 T T T T T og 173,24
5 10 15 20 25

Antal kast
Bemark hvordan den observerede andel naermer sig 0,5 i begge fglger.
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Stokastisk variabel

Sandsynlighedsregning

For en generel hendelse H gzlder fglgende regler

For en haendelse H geelder

1.0<SPH)L1

2. P(ef H)=1— P(H). Stokastisk (tilfeldig) variabel er den matematiske terminologi for en
stgrrelse (f.eks. en fremtidig maling), der er behaeftet med usikkerhed.

Sandsynligheden P(H) er stadig andelen af eksperimenter, hvor

handelsen H indtraeffer (i det lange Igb). En stokastisk variabel (SV) er blot en reel variabel, hvis forskellige udfald
tillegges sandsynligheder.

Handelsen “ej H" kaldes den komplementaere handelse til H.

Vi ved med sikkerhed at enten H eller ej H indtraffer. Dvs.
P(H ellerej H)y=P(H)+ P(ej H) =1.

Rasmus Waagepetersen
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Stokastisk variabel Normalfordelingen Om kt Sandsyn! Stokastisk variabel

Stokastiske variable noteres ofte med store bogstaver, mens konkrete
udfald noteres med tilsvarende sma bogstaver.

Diskrete stokastiske variable er variable hvor P(X = z) > 0 for en
mangde af diskrete udfald - f.eks. z = 0,1,2,3,.... (terningkast,
teelledata,...).

F.eks. kan X angive en fremtidig (endnu ikke foretaget méling) mens x
angiver det konkrete resultat, nar malingen er foretaget - f.eks. x = 2.

Vi kan da tale om sandsynligheden for haendelser X =z, X <z, X > 4,

dvs. P(X =), P(X < z), P(X > 4)... Sandsynligheder for diskrete stokastiske variable specificeres vha.

sandsynlighedsfunktion p(z) = P(X = z) for de diskrete udfald z.

Vi har nu brug for en bekvem made at specificere sandsynlighederne for . . .
€ P ynie Kontinuerte stokastiske variable kan som udgangspunkt antage alle reelle

X! .
veardier.
Undtagelse: for en trekant fglger vi traditionen og lader A,B,C og a,b,c Malinger af vinkler og leengder betragtes mest relevant som kontinuerte
betegne henholdsvis vinkler og sidelaengder. variable.
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Om kurset hedsregning Stokastisk variabel Normalfordelingen (0] set Sandsynlighedsregning Stokastisk variabel

For en kontinuert variabel tillaegger vi kun positive sandsynligheder til
intervaller, f.eks. P(1 < X < 2).
En taethedsfunktion f(z) er en reel funktion, der opfylder
For et enkelt z har vi altid P(X = z) = 0 for alle z. 1. f(z) >0 for alle z € R.
2. % f(@)de =1.

Sandsynligheder for en kontinuert stokastisk variabel specificeres vha.

teethedsfunktion eller fordelingsfunktion. Eksempel p& en taethedsfunktion:
Hvorfor nok at give sandsynligheder til intervaller ? f(z)
Malinger er i praksis altid afrundede stgrrelser. 4

Maling 201,43 med to decimaler repraesenterer i realiteten et interval
[201,425,201,435] - vi kender ikke den ngjagtige vaerdi.

! | | |
I 1 I I I I

|
1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Hvordan skal tathedsfunktionen fortolkes?

Dvs. i realiteten opererer vi altid med (sm3) intervaller omkring de malte
stgrrelser.
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Stokastisk variabel

Stokastisk variabel

Hvis X er en SV med taethedsfunktion f(x), si er sandynligheden for at
X ligger mellem a og b (a < b) givet ved

P(aﬁXSb)z/bf(x)dx

Sandsynligheden for at X ligger mellem a og b
er saledes arealet under f(x) fra a til b.

P(1 <X <2)= [} f(x)dz = Areal(T)
P(4 <X <5)= [, f(x)dz = Areal(Hl)

Dvs. P(1< X <2)>P(4< X <5).
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Stokastisk variabel

Lad X vaere en stokastisk variabel med taethedfunktion f(z). Da er
fordelingsfunktionen F'(z) givet ved

Flz)=P(X<z) = [ F(t)dt.

Eksempel pé teethedsfunktion og tilhgrende fordelingsfunktion:

f(x) 1A
F(z)
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Stokastisk variabel

Fordelingsfunktionen F'(z) har fglgende egenskaber: ’
B F(x) er en ikke-aftagende funktion
B lim,, o F(z)=0
B lim, o F(z)=1
" F'(2) = f()

Bemeerk: entydig sammenhaeng mellem f og F'!
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For en SV med fordelingsfunktion F'(x) har vi
Pla < X <b)=F(b) — F(a).
f(z) f(z) f(z)

a p a p a
Sandsynligheden for at X tager vaerdien a er nul:
P(X=a)=Pa<X<a)=F(a)—F(a)=0
“Mindre end” og “Mindre end eller lig" er derfor det samme:

Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<bh)
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Stokastisk variabel rmalfordelingen Om kt Sandsynlighedsregnir Stokastisk variabel

Lad X vare en kontinuert stokastisk variabel med taethedsfunktion f.
Middelvzerdien af X defineres som
Fortolkning: Lad X7,X5, ... repraesentere gentagne malinger af samme o
w=Ex) = [

stgrrelse under ens betingelser. zf(x)dx < oo

Sa svarer den felles middelveerdi p = EX; = EX, = ... til

graenseverdien af det empiriske gennemsnit: - ogsa kaldet forventet vaerdi  (UK: Expectation).

1 . Bemark: f(z)dz = P(x < X <z +dz).
E(x1+x2+~-~+mn)—>,u nar n — oo

Integralet kan opfattes som et vaegtet gennemsnit af X's udfald x med
hvor x1,xa, ... er udfald af X71,Xo,.... vaegte f(z) givet ved X's taethedsfunktion.

0 k k
/ zf(x)dz ~ szf(az)A ~ inP(X €lxi,z; + A])
o0 i=1

i=1
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Stokastisk variabel

Stokastisk variabel

Antag X er en SV med teathedsfunktion f(z) og middelveerdi u. Lad
Y =aX +0b. DaerY en SV med middelvaerdi

Antag X er en SV med tethedsfunktion f(z). Lad Y = h(X). DaerY

er SV med middelvaerdi E[Y]=E[aX +b] = aE[X] +b=an+b

[ee]

EY] = Eh(0)] = [ h(o)f()da Bevis:
ElaX + 0] = / (az + b) f(z)dz
Typisk er integralet svaert at udregne panaer nar h(z) er en linezer 6 e -
funktion af . _ a/ 2f(@)de + b/ F@)de

=aE[X]+b=au—+b.

Rasmus Waagepetersen
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Stokastisk variabel

Stokastisk variabel

Den manedlige samtaletid for en tilfaeldig abonnent hos TeleFlunk er i
middel 83,2 minutter. Prisen pr. maned er 99kr/md + 0,10 kr/min.

Hvad er den ménedlige udgift i middel?

Lad X veere en kontinuert stokastisk variabel med taethedsfunktion f.
Variansen af X defineres som

Lad o =Var(X) =E[(X — p)?] = / (z — p)*f(x)dz < oo,
® Lad X veere den (tilfeldige) minedlige samtaletid méalt i minutter. -
®m Lad Y vare den manedlige udgift, dvs. Y =99 4 0,1X. hvor o kaldes spredningen (eller standardafvigelsen) - mal for forventet

Middel-udgiften er variabilitet i X.

Variansen er den forventede vardi af kvadratet ps afvigelsen fra

E(Y)=E(99+ 0,1X . . .
¥) (99 + ) middelvaerdi - dvs. hvis X ofte langt fra i s& er o2 stor !

=99+ 0,1E(X)
=99+0,1-83,2 Spredning/standardafvigelse:
=107,32. o=/ Var(X)
Middel-udgiften er altsd 107,32 kr. Nyttig omskrivning af defintion for varians:
o? = E(X?) — 12
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Stokastisk variabel

Stokastisk variabel

Standardafvigelsen for den manedlige samtaletid for en tilfldig abonnent
Antag X er en SV med taethedsfunktion f(x), middelvaerdi u og varians hos TeleFlunk er 17,2 minutter.
0. Lad Y = aX +b. Daer Y en SV med varians Hvad er variansen for den ménedlige udgift?

Var[Y] = Var[aX + b] = a*Var[X] = a®0?.

Bevis: Var(Y) = Var(99 + 0,1X)

=0,1?Var(X)
Var[Y] = E[(Y - E[Y])?] —0,12-17,2
= E[(aX +b— (ap +1))] 7 — 2.96.
=E[(a(X — p)?)]

Variansen er altsé 2,96 kr?.

= a’E[(X — p)?] = a®Var[X] = a%0?
L 2 ] Standardafvigelsen for udgiften er /2,96 kr* = 1,72 kr.

Bemaerk at b ikke indgar.

Rasmus Waagepetersen
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Normalfordelingen

Stokastisk variabel Normalfordelingen

En stokastisk variabel X med tathedsfunktion

exp(_M) TeR,

1
fla) = 3
Fordel ved standardafvigelse: samme enhed for den stokastiske variabel Varo 20

og dens standardafvigelse (jf. foregdende eksempel). siges at vaere normalfordelt med middelvaerdi 1 og varians o2, hvor u og
o er reelle tal og o > 0.

Standardafvigelse bekvemt mal for usikkerhed - f.eks. kan +20 fortolkes
som et 95% interval for en stokastisk variabel (vender tilbage til dette
senere).

Notation: X ~ N (u,0?).
Klokkeformet symmetrisk taethedsfunktion.
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Om kurset Sandsynlighedsregning Normalfordelingen [ set Sandsynlighedsregning Normalfordelingen

Der findes ikke et simpelt ‘lukket’ udtryk for fordelingsfunktionen.

Sandsynligheder udregnes vha. ‘standardisering’ og tabelopslag eller vha.
matlab (senere).
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Normalfordelingen

Normalfordelingen

Antag X ~ N(1,02), og a,b € R og a # 0. Lad Y vaere en linezer Antag vi vil méle en lengde. Den sande lengde betegnes . Lad X veere
transformation af X+ ’ ’ en SV, der repraesenterer malingen af laengden p. Vi har
Y =aX +b.
X =p+e

Da galder
2 2
Y ~ N(ap +b,a0”). hvor € er en tilfaldig fejl.

Dvs. en linezer transformation af en normalfordelt SV er stadig Dvs. malingen er den sande lengde plus en tilfldig fejl.

normalfordelt. .
) i ) Vi antager ofte
Middelveerdi og varians for Y fglger af de generelle regler:

e~ N(0,0%).

Y har middelvaerdi: E(Y) =E(aX +b) =aE(X)+b=ap+b Dvs. den tilfeldige fejl er normalfordelt og i middel er fejlen nul.
og varians: Var(Y) = Var(aX +b) = a*Var(X) = a®0?. Det fglger, at
X~ N(p,o?).
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Normalfordelingen

Normalfordelingen

Vi kan standardisere en hvilken som helst normalfordelt SV X til at vaere
standard-normalfordelt:

Fordelingen A/(0,1) kaldes standard-normalfordelingen. Typisk noteres

standard-normalfordelte variable Z. Hvis X ~ A (4, 02)’ s3 gaelder
Tathedsfunktionen for A/(0,1) er givet ved: X —
z=2"F N,1).
o
F(2) = ——= exp(—52%)
2m 2 Middelvardi og varians beregnes vha. foregdende szetninger:
Den tilhgrende fordelingsfunktion betegnes ®(z): 9 X —pu X E(X) p p—p
Dvs F(z) = ®(z) ndr p=00g o = 1. E( o )ZE(;7;> T o o =0
X — X u Var(X o?
Der findes ikke et ‘lukket’ udtryk for fordelingsfunktionen ®(z). Var ( p M) =V (; - i;) = a( ) =52 1
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Normalfordelingen

Hvis X ~ N (u,0?) geelder

Normalfordelingen

fm¥§@=P(§1ﬁ§§:ﬂ)=P(Z§5§ﬁ>=@G:ﬂ)

[ [

Dvs. for X med vilkarlig middelvaerdi og varians kan vi finde
sandsynligheder vha. tabel for standardnormalfordelingen.

[

Nu om dage benyttes dog typisk i praksis et computer program - f.eks.

matlab.

Landmalingens fejlteori - Lektion 1 - Kontinuerte stokastiske variable

Rasmus Waagepetersen

Lad X ~ N (3,4), s& er
X -3

Udregning af P(X < 5) i Matlab:
>> normcdf (5,3,sqrt (4))

ans =
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Normalfordelingen

Normalfordelingen

Den inverse fordelingsfunktion ®~! gir den “modsatte vej’ af ®. Dvs.

hvis ®(1.4) = 0.8849303, s3 er ®~1(0.8849303) = 1.4.
1.4 er 0.8849303 fraktilen for standardnormalfordelingen.

Inverse fordelingsfunktion ®~*(p) i matlab:
>> norminv(0.8849303)

ans =
1.4

Eksempel:
Antag Z ~ N(0,1). Find konstant z, s3 P(Z < z) = 0,8.
Lgsning:

P(Z<2)=%(2) =08« 2z=3"(0,8) =0.8416

>> norminv(0.8)
ans =
0.8416212
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Antag X ~ N (u,02).

p = P(X < z)= F(z) kan udregnes enten vha. omformning til

standardnormalfordeling og tabel eller direkte vha. f.eks. matlab (eller

Excel eller...).
For et givet 0 < p <1 kaldes
Tp = Fﬁl(p)

for p-fraktilen. Dvs. x,, opfylder P(X < z,) = p.

Kan ogsa udregnes vha. standardnormalfordeling (og baglaens opslag i

tabel) eller matlab.
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Normalfordelingen

Eksempel X ~ N(-2,3).
Beregn P(X < —2.908288) samt z_3:

>> normcdf (-2.908288,-2,sqrt(3))
ans =
0.3
>> norminv(0.3,-2,sqrt(3))
ans =
-2.908288
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