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I gymnasiet er vaekstmodeller differentialligninger: Hvis vacksten er proportional med funktionsveerdien,
kan vi opstille ligningen f'(t) = af(t) og vi kan lgse den og fa f(t) = ke®. Det er en model med kontinuert
tid - vi kender f(¢) for alle ¢. I mange virkelige problemer giver det bedre mening at sige, at veerdien kun
er kendt diskret - vi maler en gang om méaneden, om aret, i timen,... De tilhgrende ligninger for vaekst
kaldes differensligninger.

I dette projekt skal I undersgge differensligninger, der altsd minder om differentialligninger, blot hvor
parametren er diskret. Denne umiddelbare lille forskel viser sig at have stor indflydelse pa ligningernes
natur.

1 Indledning

Mange af de storrelser, som fx gkonomer eller biologer betragter (indkomst, forbrug, opsparing, stgrrelsen
af fx torskepopulationen i Kattegat) fastseettes til faste tidsintervaller, dvs. faste diskrete tidspunkter som
hver dag, hver uge, hvert kvartal eller hvert ar. Et seerkende for disse systemer er altsa, at tiden er diskret
i modsaetning til kontinuert, hvor tiden vil kunne variere vilkarligt. At systemet er dynamisk vil sige, at
det udvikler sig over tiden, i modsatning til et statisk system, der pr. definition ikke sendrer sig.

Hvis man kender stgrrelsen af fx indkomsten dette ar, hvordan kan man bruge denne information til
at praediktere (i.e., forudsige) indkomsten naeste ar, eller tilsvarende hvis man kender stgrrelsen af tor-
skepopulationen dette ar, hvordan kan man sa bruge denne information til at preediktere populationens
stgrrelse de neeste fire ar?

Ligninger der relaterer sddanne stgrrelser til sig selv, men til forskellige tidspunkter kaldes differenslig-
ninger.

2 Fogrste ordens differensligninger

Lad t =0,1,2,... angive forskellige diskrete tidsperioder. Man kalder ¢t = 0 for initialperioden. Hvis x(t)
er en funktion defineret for ¢t = 0,1,2,..., benytter man ofte skrivemaden zq,x1,xo,... til at betegne
z(0),z(1),z(2),. .., og generelt skriver man x, for x(t).

En 1. ordens differensligning i x; kan ssedvanligvis skrives pa formen

Ti41 = f(l‘t), t:0,1,2,...
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Veerdierne, der fremkommer ved evaluering af x;11 for ¢ = 0,1, ... kaldes for stien eller banen for ;.
Den er en 1. ordens ligning, fordi den relaterer veerdien af en funktion i periode ¢ + 1 til veerdien af den
samme funktion i den forrige periode ¢t. Altsa athsenger veerdien af z;41 kun af veerdien for ét skridt
siden. Generelt afthenger en k. ordens differensligning af de k forrige veerdier, hvilket ogsa kan skrives
som xy41 = f (zt, Ti_1,.-- ,$t—(/g—1))- I dette projekt kigges kun pa 1. ordens differensligninger.

En af de ting, der er interessante at kigge pa, er om man kan skrive ;1 ved hjeelp af o og ¢ + 1 i stedet
for x;y. Ofte refererer man til o som en begyndelsesbetingelse. Det er ogsé interessant at kunne udtale
sig noget om, hvordan en differensligning vil opfgre sig nar ¢ varieres, hvilket naturligvis afheenger af f.

Et vigtigt specialtilfezelde er en 1. ordens lineser differensligning, hvor f er en lineszer funktion, og derfor
kan ligningen skrives pa formen
mt+1:awt+bt, t:0,172,...7 (1)

hvor a er en konstant og b; er en kendt funktion af tiden.

Bemeerk at (1) lige sd godt kunne skrives som
’It:aZL't_1+bt_1, t:1,2,3,...,

eller
Tpyl = ATy + by, n=20,1,2,....

Ligesom I er vant til, har navnet pa variablen altsa ingen betydning.

3 Projektemner

I dette afsnit praesenteres en raekke eksempler pa, hvad man i PO-projektet kan kigge nsermere pa.

3.1 Simpelt eksempel

Et simpelt eksempel pa differensligning (1) er

1
Ti41 = 5.’15757 t:0,1,27..., (2)
hvor a = % og by = 0 for alle t. Det ses, at
1
Ti41 = §$t
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Dette kaldes lgsningen til differensligningen (2). S& hvis man har zo, kan man nemt finde x4, for alle ¢.

Forslag:
e Simulér stien for forskellige 1. ordens differensligninger (dvs. for forskellige koefficienter a og b;).
Prov fx for (a,b:) € {(%, 0) ,(1,0),(2,0)} og find selv pa flere. I kan fx benytte onlineveerktgjet pa

http://bit.ly/8XrWuil

e Forsgg at sige noget generelt om opfgrslen af differensligningen (1) baseret pa veerdien af koeffici-
enterne a og b,

e Udtryk ;41 1 (1) til kun at atheenge af xg og ¢ + 1 for by = b # 0, altsd hvor b er en konstant (et
reelt tal) bortset fra 0

e Overvej om der er flere lgsninger til (2) (og (1) generelt) — udover ved at bruge forskellige begyn-

delsesbetingelser

3.2 En multiplikator-accelerator model for gkonomisk vaekst

Lad Y; betegne nationalindkomst, I; de totale investeringer og S; den totale opsparing — altsammen i pe-
riode t. Antag at opsparingen er proportional med nationalindkomsten og at investeringer er proportional
med gendringer i indkomsten fra periode ¢ til ¢ + 1. S& har man, for t =0,1,2,...

St = CMY;:
Liyi = B(Yi1 —Y2)
St = It.

Den sidste ligning ovenfor er en ligeveegtsbetingelse, at opsparing er lig med investeringer i hver periode.
« og [ er positive konstanter, og man antager, at § > a > 0.

Forslag:

e Find en differensligning, der bestemmer stien for Y; givet initialindkomsten Yj, og lgs denne diffe-
rensligning

e Simulér/tegn stien for forskellige veerdier af « og 8 og forsgg at fortolke resultaterne

e Undersgg hvad veerdien af a og S har af betydning for, hvordan differensligningen opferer sig; at
undersgge kan bade veere at sige noget eksakt ved at lave matematiske argumenter samt at simulere
og se pa opferslen

3.3 Newtons metode

I har lzert at finde rgdder (eller nulpunkter) for funktioner, fx i andengradspolynomier f(z) = ax?+bx+c.
Men hvordan mon man finder rgdder i funktioner, hvor man ikke bare har en nem og simpel formel? Og
hvad tror I der sker, nar I far lommeregneren til at finde rgdder?

En made at finde rgdder pa er ved at ggre det symbolsk som fx formlen for rgdderne i et andengradspo-
lynomium. En anden méde at gore det pé, er at ggre det numerisk, dvs. man ikke (p& nogen nem méade)
kan finde en decideret formel for rgdderne, men i stedet finder den numeriske veerdi af rodderne.

1Genvej til http://www.dean.usma.edu/math/research/mathtech/java/DDSSystemNH/ddssystempage . html
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http://www.dean.usma.edu/math/research/mathtech/java/DDSSystemNH/ddssystempage.html

Et eksempel pa en numerisk metode til at finde rgdder pa, er Newtons metode (eller Newton-Raphsons
metode — opkaldt efter Isaac Newton og Joseph Raphson), der stammer fra 1600-tallet.

Newtons metode kan udtrykkes ved differensligningen

f(x)

$t+1:.’1,'t—f/(zt), t:0,1,2,..., (3)

hvor f er den funktion, man gerne vil finde nulpunket for, og f’ er den afledede af f.
Forslag:

e Hvilket mere preaecist navn har (3)? Er den lineser? Hvilken orden?

e Hvorfor er det at finde nulpunkter interessant?

e Find kvadratroden af 1400 ved at lave 5 iterationer af (3) med forskellige startveerdier. Forsgg at
tegne alle iterationerne for mindst én af startvaerdierne. Tjek ngjagtigheden i forhold til lommereg-
nerens resultat. (Hint: Problemet svarer til at finde 2 for 2 = 1400. Udtryk dette som en funktion,
der skal findes nulpunkt for.)

e Nogle funktioner har mere end ét nulpunkt. Hvordan finder man mere end ét nulpunkt ved hjeelp
af Newtons metode?

e Kan Newtons metode fejle? I sa fald: hvornar og hvorfor? (Hvilken betydning har startveerdien z4?
Virker metoden for alle valg af f7?)

e Undersgg ngjagtigheden af metoden.

3.4 Biologiske modeller

Torskebestanden i Nordsgen er forsggt modelleret ved hjelp af tre forskellige fgrste ordens differenslig-
ninger. Det er beskrevet i http://bit.1y/9H2fC62. Forsgg at leese artiklen og analysere modellerne pé
samme méde som foreslaet ved de andre modeller i dette opleeg. Artiklen er pa engelsk, men I kan anvende
http://www.ordbogen.com gratis fra universitetets netveerk.

4 Materiale

I kan finde mere materiale pa http://bit.ly/cnFJtz3. Her kan dette opleeg ogsa findes i elektronisk
udgave.

2Genvej til http://www.nature.com/nature/journal/v385/n6616/pdf/385521a0.pdf
3Genvej til http://people.math.aau.dk/~fajstrup/UNDERVISNING/BASIS/2010/
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