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Sidste gang:

Seetning:
Der findes ikke noget kort, der har konstant malestok.

Seetning:
Der findes ikke noget kort, der bevarer bade vinkler og areal.

Den gode nyhed

Der findes kort, der bevarer vinkler

Der findes kort, der bevarer areal.

Der findes kort, der sender storcirkler i storcirkler (men sa bevarer det
ikke vinkler)
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Hvad er malforhold??

’ f
. fon

\\/b\ Malforhold

m(y) = §. P=~(0), m(P,~) = lim;_,o & Idag: Malforhold afhaenger
af punktet P og retningen, /()

Lisbeth Fajstrup (AAU) Kortprojektioner L4 2019 April 2019 3/38



Sidst

Muligt at regne pa projektioner:
Planprojektioner (X, ¢) — r(¢)(cos A, sin \)
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r(e)

Stereografisk projektion

Opgaver sidst: Laengden af en breddecirkel far projektion 27 cos ¢.
Efter stereografisk projektion: 27

m(B,) =
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Stereografisk projektion.




Ortografisk planprojektion

G [

r(p) = cosp
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Gnomisk planprojektion

N

~
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A A,

or

rig(mi2+y)

r(p) = St
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Sidste gang i opgaver

@ Radius i en breddecirkel pa kuglen med radius R er Rcos ¢, hvor

@ er breddevinklen.
@ Malforhold /angs en breddecirkel for stereografisk projektion
2
mB,) = s
m(B; ) = 1. Ellers m(B,) > 1
@ Generelt for planprojektioner (A, ¢) — r(¢)(cos A, sin \)

m(B,) = ¢

~ cosp
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Spargsmal

@ Hvordan beregnes malforholdet i et punkt og i en given retning?

@ Hvordan afger man, om en given projektion er vinkeltro(konform),
arealtro,...?

@ Hvordan konstruerer man afbildninger, der er vinkeltro, arealtro,...?
@ Hvordan sgrger man for, at malforholdet ikke afviger for meget fra
1 pa et givet omrade? Nojagtighedskrav
Redskaber:
@ Kurvelaengde.
@ Vinkler mellem kurver (naeste gang)
@ Arealberegning (naeste gang)
@ Differentiation og keedereglen.
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Kurver - analytisk beskrivelse

\

Grafer (x, f(x)).
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Kurver - analytisk beskrivelse

Hvad med cirklen? - Ikke en graf...
Hvad med kurver i 3D?
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Parameterfremstillinger for kurver

() = (v (1), v2(8), 73(1))
Eks.

@ «aft) = (Rcos(t), Rsin(t)) cirkel

o B(t) = OP + tv linje

@ ~(t) = (acos(t), bsin(t)) ellipse
(ligning % + %3)

@ u(t) = (rcos(t), rsin(t), at) skruelinje

Lisbeth Fajstrup (AAU) Kortprojektioner L4 2019 April 2019

12/38



Y(t) = (v (1), v2(8), 3(1))

har hastighedsvektor (tangentvektor)
Fart:

V(1) = (4 (1), 72(1), 73(1))

Y ()] = (12 + (1) + 44(1)?
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En parametrisering er et valg af gennemligbsfart:

a(t) = (cos(2t),sin(2t))

/(1) =2

B(s) = (cos(s%), sin(s?))

samme billedkurve - med passende valg af interval for t og s

B'(s)] =
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Kurver pa kuglefladen - via geografiske koordinater

X Rcos(p)cos())
Y | = Rcos(p)sin))
(1) -( i)
Rcos(2t) cos(?)
Eksempel: (t) = ( R cos(2t) sin(t?)) )
Rsin(2t)
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Kurver pa kuglefladen

X Rcos(y) cos(\)
( Y) = ( Rcos(y)sin\) )
Z Rsin(yp)
Rcos(¢(t)) cos(A(t))
() = ( Rcos((1)) sin(A(t)) )

Rsin(y(t))
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Leengden af et kurvestykke. Fra (o) til ()

t
s= / 7/ (8) ot

fo

Ofte vanskeligt at regne ud - ikke paene stamfunktioner. Eks.
buestykker i ellipser.
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Malforhold

Archimedes’ arealtro cylinderprojektion
Malforhold langs laengdegrader afthaenger af ¢.

Der “streekkes” langs breddecirkler og "krympes* langs meridianerne
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Malforhold

N

)
T m(y) = § =

[ (o) (s)lds . Jg |(for) (s)lds
P,) = limy_yy, Yo SN
J2 1 (s)lds M) =Mty = s
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Malforhold

L J [(for) (s)|ds
I’T)(P7 ’y) = |Imt—>l‘o ft([, v/ (s)[ds
L'Hospitals regel (teenk pa Taylorudvikling af teeller og naevner)

= lim & Jp|(for)(s)lds _ [(Fey) (o)l _ [Df(v(t))y'(to)]
=6 & [l |y(s)|ds 7' (to)] 7' (o)l

Altsd m(P,~/(ty)) - méalforhold afhaenger af punkt(sted) og retning.
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Beregning af forvanskninger PRINCIP

o

~

X

T

Forvanskning ved X
Forvanskning ved x

X(), ¢) koordinater pa kuglen/ellipsoiden. X(\, o) er kortet.

@nskes: Systematisk beregning - samme slags udregninger for X som
for X.

BEREGNING af forvanskninger ved afbildning fra (), ¢)-planen til
kuglen/ellipsoiden/et kort/...

Forvanskninger ved f er
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Eksempel

2

T

X Rcos(y) cos(N)
X\, ) = ( Y) = ( Rcos(p)sin ) )
V4 Rsin(y)
X(\ ) = 2cos

——(cos A, sin \)
1+ sing
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Principskitse

%

Kurver i (A, p)-planen <> kurver pa kuglen/ellipsoiden/i kortet. Via X og
X. Kurver har formen X(A(t), ¢(t)) (eller X(\(t), ¢(1)))

T T

Lisbeth Fajstrup (AAU) Kortprojektioner L4 2019 April 2019 23/38



Eksempler

Rsin(y)

o (A(), (1)) = (Ao, 1)
X(Xo, t) er en parameterkurve

® (A(s), ¢(8s)) = (s, ¥0)
S, @o) er en parameterkurve
A, ) = (A In(tan(7/4 4+ ¢/2))) (Mercator projektionen)

R cos(y) cos(A)
o X\, p) = ( Rcos(p)sin \) )

X(
° X(
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Krummede koordinater

I
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Systematisering af beregningerne

(1) = X(A(1), (1))

Dnskes: Beregning af v/(t) og |+/(t)| - til brug i vinkel- og leengde og
malforholdsberegninger.

Veerkigj: Kaedereglen...

V(1) = %(t) = Xa(A(), (D)X (1) + X, (A1), (1) (1))
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W (OF =~'(t)-+'(t) =
(XA, (D)X (8) + X (A1), (1) (1))
(XA, ()N (1) + X (A1), (1)) (1)) =

XA(A(t), (1)) - Xa(A(t), ()N ()2 +

2X5(A(1), (1)) - X (A1), (D)X (1) (1)

X (A1), (1)) - X (A(8), 2(D)( (1))
Kortere - med indmaden i funktionerne underforstaet

(O = (Xa - X)X (D)% + 2% - XN (' (1) + (X, - X ) (1)

Notation: E(A, ) = Xy - Xy, F(A,¢) = Xy - Xy, G(A, ) = X, - X,

(1) =

EAD), o)X (D)2 + 2F(A(1), ()X (8)¢ (1) + GA(1), (1) (' (1)?
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Farste fundamentalform

(ds)? = E(d\)? + 2FdAdy + G(dyp)?

Den deformerede Pythagoras.
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Farste fundamentalform for kuglefladen

Rcospcos A
X(A\,¢) = RcosypsinA

Rsiny

Xa(Ap) = (

X,0) =
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Farste fundamentalform for kuglefladen

Lisbeth Fajstrup (AAU)

X()‘v 90) =

X)\()‘v 90) =

X<P(>‘a 90) =

Rcospsin A

Rcos pcos A
Rsiny

Rcospcos
0

—Rsinpcos A )

—Rcospsin A )

—Rsingsin A
Rcos ¢
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Farste fundamentalform for kuglefladen

—Rcospsin A —Rcos psin A
E(X, p) =Xy - Xy= Rcos pcos A . Rcospcos =
0 0
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Farste fundamentalform for kuglefladen

—Rcospsin A —Rsingpcos A
F(X @) =Xy - X,= RcospcosA |- | —Rsingsin\ | =
0 Rcosp
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Farste fundamentalform for kuglefladen

—Rsinpcos A —Rsingpcos A
G\, ¢)=X,-X,=| —Rsinpsinx |- —Rsingsin\ |=
Rcosp Rcosp
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Farste fundamentalform for kuglefladen

E()\ @) = R?cos?(p), F(\,p) =0, G\, ¢) = R?
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Farste fundamentalform for ellipsoiden

N - cospcos A
X\ ) = N -cospsin A
N-(1—¢€%) -sing
E = N?cos? o
F=0
G= M

Hvor
2

\/a2 cos2 p + b2 sin?
_ a?b?
(&2 cos? o + b2 sin? p)3/2

N
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Malforhold og farste fundamentalform

P/ (1) = D0
|5 (XA, (1)) (to)]
[ XA, (1)) (1o)|
E(N)? +2FNy' + G(¢')?
()77 E(N)2 + 2FNy + G(¢')2

=] =
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Udregning af malforhold

@ Udregn koefficienterne til farste fundamentalform for
kuglen/ellipsoiden , E, F og G

e Udregn koefficienterne il ferste fundamentalform for kortet, E,F
og G
@ Malforholdet i retning efter kurven givet ved (\(f), ¢(t)) fas af

(V)2 + 2F X' + G(¢')?
()\/)2 + 2F)\’<p’ + G((p’)z

M e) P =
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Malforhold og retning

Seetning
Malforholdet afhaenger kun af punktet (A, ¢) og tangentretningen

2D
I (O)l

En retning er givet ved en vinkel: (X, ¢') = (cos a, sin a) - f.eks. givet
ved en linje i (A, ¢)-planen (A(t), (1)) = (Ao + tcosa, g + tsina)

B Ecos?a +2Fcosasina + Gsina
Ecos?a + 2Fcosasina + Gsin®a

m(P, a)2
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