Facit til eksamen 1 Diskret Matematik
Mandag den 6. juni 2011, kl. 9.00-13.00.

Opgave 1

Definér f: A— B ved f(x) = 3z +6.
For y € B har f(x) = y entydig lgsning x = nyG' Losningen tilhgrer A.
f er derfor en bijektion og |A| = |B|.

Opgave 2

Vis at f(z) =2® — 2z + 1 er O(2?).

Hvis 2 > 2 er 2 — 22 + 1 > 0 og dermed er
f(z)|=]2* =20 +1|=2"-20+1<2®+1<22%=2|2%.
Samed K =2,C =2er |f(z)] < C|23| for alle x > K.

Opgave 3

keN A k<n A s=Fk. (1)

For forste gennemlgb af lpkken er k = 0 og s = 0 og dermed er (1) sand.
1. Antag (1) er sand for et gennemlpb. Betingelsen k < n er ogsa sand.
Efter gennemlgbet:
kny=k+1<nogk,y€Ndak<nogkeN
Sny=(s+k)+hy=s+2k+1=F+2k+1=(k+1)>=k},.
(1) er altsa sand for de nye veerdier af k og s. Dermed er (1) en invariant.
2. Nar while-lpkken standser er betingelsen k < n falsk, men (1) er sand.

Derfor er k =n og s = k* = n?.

Opgave 4

(x —)?° = ()2 + (Da'(=y) + Q)=*(—y)* + ()2*(—»)* + (=(=y)* +

(g)(—y)‘r’ = 2% — 5ty + 1023y? — 102%y® + Say* — 1.



Opgave 5

66 = 54 + 12 12 =66 — 54
04 =4-12+6 6=54—4-12=54—4(66—54) = 5-54—4-66
12=2-64+0

Altsé ged(54,66) =6 =5-54—4-66, s = 5,t = —d.

Opgave 6

1. as :2a2+a1 :27, ay :2a3+a2 = 67.

2. Vis at a,, < 3™ for alle n > 3.

Bevis ved steerk induktion.

Basisskridt: sandt for n = 3 og n = 4.

Induktionsskridt: Lad k > 4 og antag at a,, < 3" for alle n, hvor 3 <n < k.
Sa er

Qpy1 = 205 + ap_y < 2-3F 4 3F-1 < 2.3k 4 3k = 3k+L,

Pastanden er ogsa sand for n = k + 1 og dermed for alle n > 3.

Opgave 7

Vis at
n(T) =20(T) — 1.

(Bemeerk at dette folger af ssetning 10.1.4(iii), men i opgaven skal vi give et
bevis ved hjelp teorien fra afsnit 4.3.)

Bevis ved strukturel induktion.

Basisskridt: Hvis T" er tree der bestar af ét punkt (roden) sa er n(7) = 1 og
UT) = 1. Dermed er n(T) = 2¢(T) — 1.

Rekursionsskridt: Lad T; og Ts veere fulde binaere traeer og antag at n(T}) =
Lad T veere det fulde bingere tree T'=T) - T5. Sa er

n(T) = 14+n(Ty) +1(T) = 1+20(T1) — 1+ 20(Ty) — 1 = 2(6(T1) + ((T3) — 1 =
2(T) — 1.

T opfylder altsa ogsa pastanden, som dermed er sand for alle fulde binsre
treeer.

Opgave 8

Da 1234 = 4 (mod 10),4567 = 7 (mod 10) og 5555 =5 (mod 10) er
(1234 - 4567 + 5555) =4 -7+ 5 =33 = 3 (mod 10).
Altsa (1234 - 4567 + 5555) mod 10 = 3.
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Leengden af en korteste vej fra a til g er 6.

Opgave 10

Kanter tilfgjes f.eks. i denne rackkefalge:

{a,c}, {b,c}, {d, e}, {e, [}, {b,d}, {f, g}

Opgave 11

Hvis punkterne naevnes i reekkefglgen a, b, ¢, d, e, f, g er nabomatricen:

0110010
1011000
1100100
0100111
0011010
1001101
00 01 01 0
Opgave 12

7=1-5+42 2=T7-5

5=2-2+1 1=5-2.-2=5-2(7-5)=3-5—-2-7

2=2-140

Altsa ged(5,7) =1=3-5—-2-7.

En lgsning:

r=2-3-5-3-2-T=-12

En anden lgsning:

r=—-124+5-7=23.

Generelt: z er lpsning hvis og kun hvis z = 23 (mod 35).



