Facit til prgve-eksamen2 i Diskret Matematik

Opgave 1

Nar z > 1 er log(z) > 0 og
|f(z)| = |3z + 4 + log(z)| = 3z + 4 + log(x) > 3z = 3|z|.
Altsa: for K = 1,C = 3 er |f(z)| > C|z| for alle x > K. Dermed er f(z)

Opgave 2

5% mod 19 = 5, ifglge Fermats lille seetning (3.7.5), da 19 er primtal.

Opgave 3

, 1
ieNAI<n ANx=2"Ns=1—-—. (1)
x

For forste gennemlgb er s = 0,7 = 0,2 = 1 og (1) er sand (da n > 0).

1. Antag (1) er sand for et gennemlgb. Da lgkken udfgres er betingelsen
© < n sand.

Efter gennemlgbet:

tny =0+ 1. Dat<nogieNeri,, <nogi, € N.

oy = 20 = 2 20 = 2oy
sw=s+t=1-2+L=1-L=1-1
(1) er altsa sand efter gennemlgbet af lgkken og (1) er en invariant.

2. Nar while-lpkken standser er betingelsen i < n falsk, men (1) er sand.

Dermederz-nogs-l———l———1——. Ogsaert-l—s-z—.

T ny

Opgave 4

1. LadTh =0-0, T, =0 -0 og T3 = 0 - 0 (treeer med et punkt). Sa er
UT) =UT) = E(Ts) =1

Lad Ty =Ty - T5. Saer £(Ty) = ((T3) + ((T5) = 2.

NuerT =T, -Tyog U(T) = (1) + ¢(Ty) = 3.

2. For ethvert udvidet binzert tree T er £(T) < 2MT) (%)

Bevis ved strukturel induktion.

Basisskridt 7' = 0: £(T) =0 < 2MT) =271,

Rekursionsskridt: Lad 77 og T, veere udvidede bingere tracer som opfylder
(%),

Lad T = T1 . Tg.



Hvis T} og T5 begge er tomme traeer sa er h(T) = 1+ max(h(13),h(T3)) =0
og ((T) =1 =20 = 2MT),

Hvis enten T} eller Ty (eller begge) er ikke-tom kan vi antage at h(77) > h(T3)
(da h(Tz) > h(T}) er tilsvarende) og sa er:

h(T) =1+ max(h(Ty), h(T3)) = 1+ h(T1).

UT) =4(Ty) + UT3) < oh(Th) 4 oh(T2) < oh(T1) 4 oh(Th) — 9 . oh(T1) — Qh(T)

T opfylder altsa ogsa (*), som dermed er sand for ethvert udvidet bingert
tree.

Opgave 5

Afheenger numerering af punkterne. F.eks.:

01100
10000
1 00 11
00100
00100
Opgave 6
p qlqg—=p|p—(a—p)
T T T T
1.|T F T T
F T F T
F F T T
2. p— (¢ — p) er en tautologi, da der er T i alle rackker.
Opgave 7
En talfglge ag, a1, as, ... er defineret rekursivt ved

e ay=4,a1 =0,
® a, = 2a,_1+ 3a,_s, for alle n > 2.

1. CL2:2CL1+36L0: 12, CL3:26L—2+36L1 =24

2. 3| ay, for alle n > 1.

Bevis ved induktion.

Basisskridt n =1: 3| a; =0

Induktionsskridt: Lad k£ > 1 og antag 3 | a;. Sa er

api1 = 2ag + 3ag_1. Da 3 gar op i a; gar 3 ogsa op 1 ap1.
Dermed er 3 | a,, for alle n > 1.



Opgave 8

Find alle hele tal x der opfylder
r=0 (mod2) A z=3 (mod7) A z=2 (mod)).

Set mi =2,me=7,m3=9m=2-7-9=126,a; =0,ay = 3,a3 =2, M; =
63, My = 18, M3 = 14.

Sa er fplgende en lgsning:

x = a1 Myy, + aoMoys 4+ agMsys = as Msys + azM3ys, hvor y; er invers til M;
modulo m;.

ged(mg, My) = ged(7,18) =1=2-18 =57, altsa y, = 2, da

18=2-7+4 4=18-2-7.
T=1-4+3 3=7-4=7-(18-2-7)=3-7-18
4=1-3+1 1=4-3=(18-2-7)—(3-7—18) =2-18—5-7.

Tilsvarende ged(ms, M3) = ged(9,14) =1=2-14 — 3 -9, altsa y3 = 2.
En lgsning: x = asMoys + asMszys =3 -18 -2+ 2-14 -2 = 164.

Anden lgsning: = 164 — 126 = 38.

Generelt: z er lpsning hvis og kun hvis z = 38 (mod 126).

Opgave 9

Lgsning

—_ O =
—_ O =
—_ O =
—_ O =

Opgave 10

1. Leengden af kortest vej fra a til g er 9.
2. a,b,de, f,cg.

Opgave 11

2z +y)* = (o) 22)" + (1) (22)°y + (5) (22)%9* + (5) (22)'y° + (o)y* = 162" +
3223y + 242y + 8xy? + yt.



