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Keaedereglen for funktioner af én variabel
Vi giver et bevis for keedereglen, som er nyttigt, nar vi skal se pa kesedereglen for funktioner
af flere variable. Fremstillingen her er kortere end den man kan finde i [WFT].

Lemma. Lad I C R vere et abent interval, og lad xog € I. Lad f: I — R vere en funktion.
Sa geelder, at f er differentiabel i xo med differentialkvotient f'(xq), hvis og kun hvis der
findes et a € R og en funktion E,,: I — R, saledes at lim,_,,, E,,(z) =0, og saledes at

flz) = f(xo) + alx — xo) + Epy(x)(x — x0)  for alle x € I. (1)
Huis f er differentiabel i xq, sa er f'(zg) = a.
Beuvis. Antag fgrst, at f er differentiabel i xy. Definér

E,(x)= T — Xg
0 for x = xg.
Definitionen af differentiabilitet medferer, at lim,_,,, E,,(x) = 0, og (1) folger af en omskriv-

ning af definitionen af E, (z).
Antag nu, at a og E,, eksisterer, saledes at (1) er opfyldt. Sa har vi for = # x

f(x) — f(o)

= EJ: )
L) ot By (@)
og heraf folger
o S0 = 1)
T—T0 xr — xo
hvilket viser differentiabiliteten i x¢ af f og f'(x¢) = a. O

Kadereglen kan formuleres pa fglgende made.

Saetning. Lad I og J vere abne intervaller. Antag, at f: I — R er differentiabel i x¢ € 1.
Set yo = f(xg). Antag, at f(I) C J, og at g: J — R er differentiabel i yo. Sa er h = go f
differentiabel © xo og

W' (o) = g'(yo) f'(w0) = §'(f (20)) [ (o).

Bewvis. Vi bruger Lemmaet ovenfor to gange. Det giver folgende resultat.
f(x) = fzo) = (x — 20) (f'(w0) + Eay(2)),
9(y) — 9(vo) = (v — o) (9'(v0) + Eyy (1)) (2)

Her geelder lim,_,,, E; (z) = 0 og lim,_,,, Ey (y) = 0. Vi saetter y = f(x) og regner videre
pa (2).
hlw) = hlwo) = g(f(2)) = 9(f (20)) = (f(x) = F(x0)) (9/ (o) + Byl (2)))
= (z = 20) (f'(z0) + Euy(2)) (' (90) + Ly (£ (2)))-

Dette udtryk skriver vi som

M) =) () 4 2y 00) () + B (7(00)

Da f differentiabel i zy medfgrer, at f er kontinuert i zo, har vi, at lim,_,,, E, (f(z)) = 0.
Heraf folger
h(z) — h(xo)

lim —— % — (20)d (yo)-
Jim = f'(x0)g (o)
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