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Differentiable funktioner af flere variable

Resultaterne vedrgrende differentiable funktioner er spredt ud over flere afsnit i [WFT]. Jeg
giver derfor her en koncis praesentation af resultaterne. Vi erstatter derfor dele af Chapters
56 med disse noter.

Vi starter med lidt notation. De linegere afbildninger 7: R” — R™ betegnes med L(R™, R™).
Enhver lineser afbildning 7: R™ — R™ kan repraesenteres ved en m x n matrix. Vi skelner
ofte ikke mellem den linesere afbildning og dens matrix med hensyn til de kanoniske baser i
R"™ og R™. Normen pa bade R™ og R™ betegnes med ||x||. De kanoniske basisvektorer i R"
og R™ betegnes med e;. Vektorerne i R og R™ er sgjlevektorer.

Vi bemeaerker, at enhver lineger afbildning 7' € L(R", R™) er kontinuert. Dette resultat
folger af, at vi har ||Tx|| < ||T'||||x]||, hvor ||T’|| er operator normen af den linesre afbildning.

En funktion F: O — R™ kan skrives som en sgjlevektor af funktioner (F); = F;: O —
R™ 1<i<m,

Fo(x)

Definition 1. Lad O C R" veere en aben mangde og lad a € O. En funktion F: O — R™
siges at veere differentiabel i a, hvis der findes en lineser afbildning 7' € L(R",R™) og en
funktion E,: R™ — R™ med egenskaben limy, o E,(h) = 0, saledes at

F(a+h)=F(a)+ Th + ||h||E,(h) (1)

for alle h € R", saledes at a4+ h € O. Den lineare afbildning 7" kaldes den totale afledede af
F i a og betegnes med DF(a).

Vi bemaerker, at da O er aben, findes der et § > 0, saledes at Bs(a) C O, og dermed at
(1) geelder for alle h med |/h| < 0.

Det folger umiddelbart fra definitionen, at vi har nedenstaende resultater.
Saetning 2. Huis F: O — R™ er differentiabel 1 a € O, sa er F kontinuert i a.
Bewvis. Overlades til laeseren. [

Saetning 3. Lad O C R" vere en aben maengde og lad a € O. En funktion F: O — R™
er differentiabel © a, hvis og kun hvis alle komponentfunktionerne F; er differentiable i a,
1< <m.

Bewis. Overlades til lseseren. O]

Saetning 4. Ladxg € R™ og lad T € L(R™",R™). Definer F: R" — R™ ved F(x) = xq+Tx.
Sa er ¥ differentiabel i alle a € R™, og vi har DF(a) = T.

Bews. Vi har, at
F(a+h)=xo+T(a+h)=xy+Ta+Th=F(a)+ Th.
Dermed er (1) opfyldt med E,(h) = 0 for alle h € R™. O

Afbildningerne defineret i Seetning 4 kaldes affine afbildninger.
Det naeste resultat viser, at definitionen af differentiabilitet medfgrer, at alle de partielle
afledede eksisterer i punkter, hvor der er differentiabilitet.
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Saetning 5. Lad O C R"™ vere en aben mengde og lad a € O. Antag, at F: O — R™ er
differentiabel i a. Sa eksisterer de partielle afledede i a. Vi har, at
OF;
al’j

(a) = (DF(a)(e;)),, 1<j<n (2)
Bevis. Lad j veere givet, 1 < j < n. Vi bruger lemmaet i [1]. Bestem § > 0, saledes at
a+te; € O for alle ¢, |t| < §. Vi har da
F(a+te;) = F(a) + DF(a)(te;) + ||te;||Ea(te;)

Ser vi pa den i-te komponent, har vi

Fia+ te;) = F(a) + (DF(a)(te,)), + [f|(Ea(te;));

— Fi(a) + H(DE(a)(e), + 1 (Balte,)).
Det folger af lemmaet i [1], at den j-te partielle afledede af F; eksisterer og er givet ved
(2). O
Dette resultat medfgrer fglgende vigtige resultat.

Korollar 6. Matricen for den lineere afbildning DF(a) med hensyn til de kanoniske baser
er givet ved

FOF or ory , .7

a—xl(a) 8_:132(&) T or,, (a)

or, or, or,

a—xl(a) a—@(fﬁ or,, (a) ‘ (3)
oF,  OF, - oF,
| Oz, (a) 0s () - oz, (a)_

Matricen (3) kaldes Jacobi matricen i a for F. Bemaerk placeringen af indgangene i forhold
til indices for afbildningen F.
Vi beviser nu keedereglen for differentiation. Beviset skal sammenlignes med beviset i [1].

Saetning 7. Lad O C R" og O; C R™ wvere abne maengder. Lad a € O og b € Oy. Antag,
at F: O — R™ er differentiabel i a, at G: O; — RF er differentiabel i b, og at F(a) = b.
Sa er H= G oF differentiabel i a, og vi har, at

DH(a) = DG (b)DF(a). (4)

Her er DG(b)DF(a) sammensatningen af de to lineszre afbildinger DG(b) og DF(a).
Vi har valgt at bruge denne notation, som er den saedvanlige for linesere afbildninger, ligesom
notationen H = G o F er den sadvanlige for sammensaetning af generelle afbildninger.

Bevis. Vi antager i det fglgende, at h er tilstraekkelig lille, sa at a +h € O. Vi starter med
udregningen

H(a+h) —H(a) = G(F(a+h)) — G(F(a))
(F(a) +v) — G(F(a))

(b+v) — G(b).

G
G

Side 2 af 4



Linearitet og differentiabilitet Supplerende materiale 3 27. oktober 2013

Her er v = DF(a)(h) + ||h||Ea(h). Dernzest bruger vi differentiabilitet af G til at skrive
G(b +v) — G(b) = DG(b)(v) + |[v|[Ep(v).
Vi kombinerer nu de to udregninger og bruger, at DG(b) er lineser. Vi antager, at h # 0.

G(b +v) — G(b) = DG(b)(DF(a)(h) + ||h[|Ea(h)) + | v]Es(v) -
= DG(b)(DF(a)(h)) + ||| DG(b)(Ea(h)) + [|v[Es(v)

= DG(b) (DF(a)(1) + ] [DG(b) (Ba(h)) + (1B (v)]

Vi mangler at vise, at leddene i [-- -] gar mod nul, nar h gar mod nul. Vi har, at
IDG(b)(Ea(h))|| < C|Ea(h)]
og hgjre side gar mod nul, nar h gar mod nul. Vi har ogsa, at
VIl < [b[(IDF (@) + [[Ea(h)l]),
saledes at ||v]|/||h|| < C for ||h|| < §. Da endvidere v — 0 for h — 0, er resultatet vist. [

Vi har fglgende hovedresultat, som etablerer en forbindelse mellem differentiabilitet og de
partielle afledede.

Saetning 8. Lad O C R" vere aben. Lad a € O og lad § > 0, sa at Bs(a) C O. Lad
F: O — R™, saledes at de partielle afledede eksisterer i Bs(a) og er kontinuerte i a. Sa er F
differentiabel 1 a.

Beuvis. Ifplge Seetning 3 er det nok at se pa en funktion F': O — R, altsa en af komponenterne
af F. Hvis F' er differentiabel i a, sa har vi, at

OF OF OF

DF(a) = a—%(a),a—xz(a),...,a—%(a) . (5)

Antag, at ||h| < §, saledes at a+ h € Bs(a). Definer yo = a, y; = a+ hier, y2 = y1 + hoes,
og generelt y, = yr_1 + hpex, k = 2,...n. Vi bemaerker, at y, = a+h, og at y; € Bs(a) for
k=0,1,...,n. Vi har nu, at

n

F(a+h)—F(a) =Y (F(yx) — Fys-1)).

k=1

Vi betegner liniestykket mellem yj_1 og yr med ¢(yr_1,¥x). Da yx = yr_1 + hirex, kan vi
bruge den en-dimensionale middelvaerdiszetning til at bestemme z;, € ((yr_1,¥), saledes at

OF
F(Yk) - F(Yk—l) = a_anC(Zk)hk
Vi har da, at
oF OF
F(a+h) )+ Z 3xk Z(%k( %)~ 5 (@) b

Vi definerer nu
N~/ OF OF I
Ea(h) = ;(a—ka = 50 @) T

Side 3 af 4




Linearitet og differentiabilitet Supplerende materiale 3 27. oktober 2013

Vi har da, at
<
b Z‘axk 7) " ox

Vi skal vise, at hgjre side gar mod nul, nar h gar mod nul. Lad £ > 0 vaere givet. Da OF/0z,
er kontinuert i a, kan vi bestemme d;, saledes at

O (@

k

oxy, k 0wy, n

for |hg| < k. Seet 6 = min{dy, da, ..., d,}. sa har vi, at

for ||h|| < d. Vi har dermed vist, at

Fla+h)= Z a)hy, + ||h||Ea(h),
k=

og dermed, at F' er differentiabel i a. O

Vi bruger ofte en lidt anden notation og terminologi for den totale afledede af en funtion
F: O — R iet punkt a € O. Den totale afledede kaldes gradienten af F'i a og vi bruger
notationen

(VF)@) = [f-@), (@), g (a)] ©)

Hvis notationen skal veere helt konsistent, sa skal DF'(a) betragtes som en 1 X n matrix
g (VF)(a) som en vektor med n komponenter. I notationen ovenfor er den skrevet som en

rackkevektor, men det er faktisk bedre at betragte den som en sgjlevektor. Med den konvention

er da
oF

a—xj(a) =

Her er x -y det indre produkt mellem vektorerne x,y € R".

VF)(a)-e;.
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