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Differentiabilitet

1 Funktioner af én reel variabel

Tilveekstfunktionen A f med udgangspunkt i zg er en reel funktion af tilveeksten h:

Af(h) = f(wo+h) — f(z0).

Tangent

Figur 1: Tangent, tilveekst og differential.

Differentiabilitet i zq:

eksisterer.

Af(h
f er differentiabel i ¢y <~ }Lir% %

Graenseveerdien kaldes differentialkvotienten af f i 2y og noteres f'(zg), alternativt
df /dzx, hvor punktet xy er underforstaet.

Differentialet af f med udgangspunkt i xg er en linezer funktion af tilveeksten h. Som
funktionsnavn benyttes df, og funktionsveerdien df (h) er lig med f'(zo)h. Betragter vi
specielt den identiske afbildning g(z) = z, bliver dg(h) = 1h = h. Vi kan kort skrive
dg(h) = dg = dz. Derfor er h = dz, og dermed df = f'(zo)dx = f'(x¢) = df /dx.
Differentialkvotienten er altsa en kvotient mellem differentialer, i teelleren differentialet
af den aktuelle funktion og i naevneren differentialet af den identiske afbildning.
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HKEkvivalent definition af differentiabilitet:
f differentiabel i xg <= Ja: Af(h) = ah +e(h)h,

hvor € er en sakaldt epsilonfunktion, dvs. en funktion for hvilken der geelder %irrb e(h) = 0.
Bemaerk, at for h # 0 geelder

Af(h) = ah +e(h)h <~ %(h) = a+¢(h),

hvoraf ses, at %imo Af(h)/h =a, dvs. a = f'(xg).

2 Funktioner af to reelle variable

Tilvaekstfunktionen A f med udgangspunkt i (xg,yo) er en reel funktion af tilveeksterne
h og k:

Af(h,k) = f(xo + h,yo + k) — f(x0,%0).

Tangent z Tangent til
Rz = f(xv yO)

Tangent til
z = [f(z0,y)

Figur 2: Tangentplan, tilveekst og differential.

Differentiabilitet i (zq, yo):
[ er differentiabel i (xg,y0) <= Ja,b: Af(h,k) = ah + bk + e(h, k)\/ h? + k2,

hvor lim  e(h,k) = 0. Bemeerk, at

VA2 R0
Af(h,0) =ah+e(h,0)|h] AN Af(0,k) =0k +e(0,k)|k|
= limwza A limwzb.
h—0 h k—0 k
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Disse greensevaerdier kaldes henholdsvis den partielle afledede af f mht. x i (xg,yo) og
den partielle afledede af f mht. y i (xg,yp). Notation:
of of
a = fu(To,y0) = o A b= fy(wo, yo) = 3y
I de korte former Of/0x og O0f/Jy er punktet (xg,yo) underforstaet. Det er ikke muligt
i disse symboler at give en selvstaendig tolkning af teelleren og naevneren, uden at dette
forer til modstrid. Symbolet df/dz, henholdsvis 0f /0y, er altsa ét samlet symbol.

Differentialet af f med udgangspunkt i (zg,yo) er en lineser funktion af tilvecksterne h
og k. Som funktionsbetegnelse benyttes ogsa her df:

df (h, k) = fe(x0,90)h + fy(zo,y0)k.

Bemeerk, at grafen for funktionen df i (h, k, Az)-koordinatsystemet er tangentplanen til f
i(x0, Y0, f(z0,Y0)). Ser vi specielt pa funktionen g(z,y) = z, far vi dg(h, k) = 1h+0k = h.
Vi skriver kort dg(h,k) = dg = dx, hvoraf h = dz. Ved at betragte g(x,y) = y far vi
analogt k = dy. Dermed har vi skrivemaden

df = fe(x0,y0)dx + f,(z0,y0)dy,

eller of of
df = —=—d —d

if 9% ay Y

hvor (xg,yp) er underforstaet.

3 Afledede funktioner

Hvis f : D — R er differentiabel i alle punkter i definitionsmaengden eller i en del-
meengder af denne, definerer vi — nar f er en funktion af én reel variabel — den afledede
funktion f’(z) eller — nar f er en funktion af to reelle variable — de partielle afledede

funktioner f,(z,y) og fy(z,y).

4 En sztning

For en forelagt funktion af to reelle variable kan det veere besveerligt at skulle benytte
definitionen til at afggre, om funktionen er differentiabel. Den fglgende ssetning kan
imidlertid afklare spgrgsmalet for stort set alle almindeligt forekommende funktioner.

Seetning. Huis f, og f, eksisterer i en omegn af (xo,y0), 09 fz 09 fy er kontinuerte i
(z0,Y0), sa er f differentiabel i (xg,yo).

Bemeerk, at ssetningen kun angiver en tilstraekkelig betingelse for differentiabilitet. Der
findes (seere) funktioner, som ikke opfylder forudsaetningerne, og som alligevel er diffe-
rentiable.
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Bevis. Der galder, at
Af(h,k) = f(xzo+h,yo + k) — f(z0,0)
= f(xzo+ h,yo) — f(wo,y0) + f(wo +h,y0 + k) — f(w0 + h,y0).

Vi har lagt f(zo + h,yo) til og trukket fra igen. Pa funktionen f(z¢ + h,yo), som kun
afhaenger af h, kan vi benytte Taylors formel med n = 0. Vi far

f(xo 4 h,yo) — f(xo,y0) = fz(§,y0)h,

hvor ¢ ligger mellem zg og xg + h. Ligeledes kan vi benytte Taylors formel med n = 0
pa funktionen f(zo + h,yo + k) med fastholdt h, hvorved

f(@o +h,yo + k) — f(zo + hyyo) = fy(wo + h,n)k,
hvor 7 ligger mellem yg og yo + k. Vi har nu
Af(h,k) = fo(&y0)h + fy(xo + b, n)k.
Igen leegger vi til og trackker fra:

Af(h, k) = fz(zo,y0)h + fy(wo,y0)k
+ (f2(& w0) = fe(zo,0)) b+ (fy(zo + hyn) — fy(xo, y0)) k-

Da f, og f, er kontinuerte i (zo,yo), geelder
f2(& y0) — fu(wo,y0) — 0 for h — 0,
Jy(xo + h,n) — fy(zo,y0) — 0 for \/h2 + k% — 0.
Begge udtryk er altsa epsilonfunktioner, dvs.
Af(h, k) = fz(zo,y0)h + fy(xo,y0)k +e1(h)h + e2(h, k)k
= fz(@o,y0)h + fy(zo,y0)k

h k
- - 2 2
+ <€1(h) e —|—€2(h,k3) = —|—k‘2> VvV h? + k

= fa(wo,y0)h + fy(x0,y0)k + e(h, k)V h? + k2,

hvoraf ses, at f er differentiabel i (zq, yo). O

5 Funktioner af n reelle variable

Bade definitionen af differentiabilitet og ovenstaende ssetning om differentiabilitet kan
umiddelbart generaliseres til at geelde for funktioner af n reelle variable.
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