Underrum af R”
Definition 1: Underrum af R"

Et underrum H af R” er en delmaengde H C R”, der opfylder:
e 0eH

oeuveH=u+veH
@ u € H= rue H for enhver skalar r.

v

Eksempler

@ Lad vi,vo,...,vp, € R". Sd er
H = span{vi,vo,...,v,}

et underrum af R”.
@ Lad A vaere en m X n-matrix. Sa er

K={xeR": Ax=0}

et underrum af R".
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Sgjle- og nulrummet

Lad A=[ajay --- a,] veere en m X n-matrix.

o Sdjlerummet for A er det underrum Col A af R™, der
udspaendes af A's sgjlevektorer. Dvs.

Col(A) = span{aj,ap,...,an}.

[Bemeerk: sgjlerummet er intet andet end billedrummet for
afbildningen x — Ax.]
@ Nulrummet for A er det underrum af R”, der er givet ved

Nul(A) = {x e R" : Ax = 0}.

Definition 3: Basis

En basis for et underrum H af R”, er en maengde af linezert
uafhaengige vektorer {by,bo,...,b,} fra H, der udspaender H.
Duvs.

H= span{bl, bg, ey bp}




Mere om sgjle- og nulrummet

Vigtigt eksempel: Basis for Nul(A)

En basis for Nul(A) findes ved at opskrive Igsningen til den
homogene ligning Ax = 0 pé vektorform:

C1b1 = C2b2 S 000 Ckbk,

hvor systemet f@rst er reduceret ned til reduceret trappeform.
B = {by,bs,...,bx} udggr sa en basis for Nul(A).

Satning: Basis for Col(A)

Lad A vaere en m x n-matrix. Pivot sgjlerne i A udggr en basis for

Col(A).
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Koordinater

Definition 4: Koordinatvektor
Lad B = {by,by,...,b,} veere en basis for et underrum H af R".
Koordinatvektoren for x € H relativt til B er givet ved

(o]

€2
Xl = e hvor x = c1by + by + - - + ¢, bp.

Cp

Bemaerkning: Koordinatvektoren for x € H er den entydige
Igsning til ligningssystemet

[blbg bp\x].

M. Nielsen Matematik 2A — 2010



Dimension og rang
Definition 5: Dimension af underrum

Dimensionen af et underrum H af R” er antallet af vektorer i en
vilkérlig basis for H. Dimensionen af H benaevnes dim(H). Pr.
definition er dim({0}) = 0.

Definition 6: Rang af en matrix

Rangen af en m x n-matrix A er defineret som

rank(A) := dim(Col(A)) = #pivot sgjler i A.

Sztning om matricers rang

Lad A vaere en m x n-matrix. Da gelder,

rank(A) + dim(Nul(A)) = n.
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Invertible matricer

Satning: /Ekvivalente betingelser for invertibilitet

Lad A vare en n x n matrix. S3 er fglgende udsagn akvivalente:
a) A er en invertibel matrix.
b) A~ Ip.
c) A har n pivot’er.
d) Ligningen Ax = 0 har kun den trivielle Igsning.
e) A's sgjler er linezrt uafhaengige.
f) Den linezre transformation x — Ax er injektiv.
g) Ligningen Ax = b har mindst en Igsning for ethvert b € R".
h) A's sgjler udspaender R".
i) Den linezre transformation x — Ax afbilder R” pa R".
j) Der findes en n x n-matrix C, séledes CA = I,.
k) Der findes en n x n-matrix D, sdledes AD = I,.
1) AT er en invertibel matrix.
m) Sgjlerne i A udggr en basis for R".
n) Col(A) = R".
o) dim(Col(A)) = n.
p) rank(A) = n.
q) Nul(A) = {0}.
r) dim(Nul(A)) = 0.
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