Komplekst polynomium af grad n

Et komplekst polynomium af grad n er en funktion pa formen,
P(z) = anz"+ ap_ 12" 1+ - + a1z + ag, z € C,

hvor a,,ap—1,...,a0 € C, og a, # 0.

Det komplekse tal zg er rod i P(z) hvis

P(Zo) = a,,z(’f + anflzgil + .. +3120 + a = O

Algebraens fundamentalsatning

Et komplekst polynomium af grad n > 1 har praecis n komplekse
rgdder (regnet med multiplicitet).
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Betragt

P(z) = ap,z" + an_1z" 1+ -+ a1z + ag, z e C,
med n > 1.
Der gzlder, at

Der findes et polynomium Q(z)
zp € Cerrodi P(z) < < af grad n — 1 s3ledes
P(z) = (z — 20)Q(2).

Specielt, hvis z1, 25, .. ., z, benaevner P’'s rgdder, sd har vi fglgende
faktorisering i linezere faktorer:

P(z)=an(z—2z1)(z— 2z2) - (z — zp).
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Den binome ligning w? = a

For 8 € R, definerer vi

1, pB=0

Lgsningsformel

Betragt ligningen
w? = a+iB.

Sat r:= \/a? + $2. S3 er de to Igsninger til ligningen givet ved

w:i< r;a—ki-sgn(ﬁ) r;a)

Eksempel: Ligningen

2 2
wo ==,

hvor v € R, har Igsningerne w = +i~.
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Andengradsligningen

Lgsningsformel

Betragt den komplekse andengradsligning
() az’? + bz+c=0, a,b,ceC,a=#0.
Lad wp veere en Igsning til ligningen

w? =D, hvor D := b? — 4ac.
Sé er Igsningerne til (%) givet ved
_ —btw

2—72a o

Eksempel: Betragt z2+2z+1=0. Vihar, D=12—-4.1-1= —3.
Bemark, at w2 = —3 har Igsningerne w = +i+/3. Derfor far vi,

—1+iV3 L4
2

— = — =2
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Polynomier med reelle koefficienter

Vi betragter nu,

(%) P(z) :=anz" + ap_ 12" 4+ a1z + ag, zeC,
hvor a,,a,—1,...,a0 € R. Hvis zy er rod i P, sa fglger, at
0= P(20) = P(z0) = 32" + an-120" ' + -+ + a120 + a0 = P().

Dvs. zg er ligeledes rod i P. Rgdderne i (x) kan derfor opdeles i to
grupper:
@ Reelle rgdder: r,rm, ..., rg
@ Komplekst konjugerede par: a3 +if1, ap £ ifBs,. ..,
6%V + ’.BM-
Det giver en faktorisering af P i reelle 1. og 2. grads
polynomier af typen

(z—r) hhv. (22 — 2ajz + ozj2 + ﬁjz)
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Rgdder i hgjere ordens polynomier

Som eksempel, lad os finde rgdderne i
p(z) =2° +2* +52° + 52° +- 4z + 4,
givet at z = —1 er rod. Vi kan derfor skrive p(z) = (z + 1)Q(2)

for et 4. grads polynomium @. Vi finder Q vha. algoritmen for
polynomiers division:

[ 22+2*+523 4522 +4z4+4]+[z+1]=2"+522+4

_ S5
523 4 522
— 523 —52°
4z + 4
—4z -4
0
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Rgdder i hgjere ordens polynomier (fortsat)

Altsa, Q(z) = z* 4+ 522 + 4. Bemark nu, at Q er et skjult 2. grads
polynomium. Saet w = 22, s3 far vi
w? +5w+4=0.

Vihar, D=52—-4.1-4=90=32 s§

543 {—4
w = =
2 —1.

Vi far rgdderne i @ via w = z2: {£i,+2i}. Rgdderne i p(z) er
derfor: {—1,+i,£2i}. Rgdderne giver faktoriseringen

p(z) = (z+1)(2° +1)(2° + 4).
Maple: kommandoen “factor(z® 4+ z* + 5% 23 + 5% 22 + 4%z +4)"
producerer direkte faktoriseringen i reelle polynomier:

(z+1) (22 +4) (22 +1).

M. Nielsen Calculus - hold 4: Komplekse polynomier



Den binome ligning

Lgsningsmaengde til den binome ligning

Den binome ligning for n € N,

Z"=a=re", acC,
har n rgdder (Igsninger) givet ved

2
z=(Jr)exp [i(:—l—p W)}, p=0,1,...,n—1.

n

Eksempel: Betragt ooy
224 = 1 + I — \/iel% o 05
Lgsningsmaengde:
2T .
= 21/48 j L . -051
z exp |1 108 + p24 ) .
hvor p=0,1,...,23. el
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